IMT Nord Europe 
Ecole Mines-Télécom 
IMT-Université de Lille 


Niveau CI 


Intervenant: 
Agnès ZAMBON 


INTRODUCTION AU DIMENSIONNEMENT 
DE PIECES ET DE STRUCTURES 


2. NOTION DE CONTRAINTE 


3. NOTION DE DÉFORMATION 


4. PROPRIÉTÉS MÉCANIQUES D'UN 
MATÉRIAU 


5. LOI DE COMPORTEMENT D'UN MATÉRIAU 


1. INTRODUCTION AU DIMENSIONNEMENT DE RE 


1.2A travers l'histoire (approches empiriques) 
Les systémes mécaniques sont constitués de piéces élémentaires qui peuvent étre classées 
en trois familles, selon leurs proportions géométriques & propriétés mécaniques 
Ill. Pieces volumiques 


Plaques et Coques 
Sans dimension privilégiée 


l. | Poutres Il. 
1 dimension «« 2 autres 


1 dimension »» 2 autres 


OC 


Outils en céramique 


Presses d'huile 
\ B < 


Coques de bateaux Boules de démolition 


1. INTRODUCTION AU DIMENSIONNEMENT DE ЕСЕ ከ 
1.2 De nos jours: Approches basées sur la MMC 


L'innovation de structures en ingénierie fait appel à des modèles de dimensionnement de plus 
en plus performants permettant de prédire avec précision le comportement mécanique aux 


conditions de service (sollicitations, stabilité géométrique, ...) 
Poutres Plaques et Coques "Pièces volumiques" 
1 dimension >> 2 autres 1 dimension «« 2 autres | Sans dimension privilégiée 


€ 
G 


2 


Tôles métalliques 


Casques 
composites 


Ter Radiotélescope |.4 "TS : m Sd ` Z ы 


TT (CHIME) 0 В Ріёсеѕ automobiles 
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1. INTRODUCTION AU DIMENSIONNEMENT DE PIECES STRUCTURES 


1.3 Sécurité et aptitude au service 


= Toute structure soumise à un chargement externe "exagéré" est sujette à des 
mécanismes de déformation ou/et des mécanismes de défaillance, 
incompatibles avec son usage . 


= Pour garantir son aptitude au service et éviter les accidents, des critères de 
résistance portant sur les contraintes sont respectés dés la phase de conception. 


Q Exemple: le cas d'une sollicitation de traction uni-axiale 


= Observation: Rupture (=) О Critères usuels de résistance: ©) 
FA E sk 


e Critère en contrainte maximale (оте. 


F 


| Е 
FREUE | e ©(= д) መጀ 
EIE ^ |L > Lmax J TE Z | 
e Critère en déplacement maximal (Lmax) 


Chargement (F) 


ЕЛЕ L < Lmax 


Déclenchement 
défaillance 


п 


= 


о: contrainte mécanique [MPa = —— 
УМУ F: Force mécanique [N = kg x m/s?] 
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በያት UNE do Lic A: surface de la section [ml] 


1. INTRODUCTION AU DIMENSIONNEMENT DE PIECES STRUCTURES 


1.3 Sécurité et aptitude au service (Complément de lecture) 


Q Autres critères usuels (suite) 


" D'autres phénomènes peuvent être à l'origine de 
mécanismes de défaillance 


e instabilité par flambement: certains éléments élancés 
chargés en compression, peuvent subir, pour une valeur 
critique de la charge, un changement brutal de forme 
(apparition d'une courbure) conduisant à sa ruine. 


e Rupture par fatigue: des chargements répétitifs peuvent 
engendrer au sein du matériau un endommagement 
cumulatif qui conduit au bout d'un temps lié au 
chargement à une rupture. 


* Rupture par fissuration: Sous conditions de sollicitation, 
une fissure peut se propager dans un matériau et conduire 
à une rupture brutale « catastrophique »; 


* instabilité dynamique : sous sollicitation cyclique, un 
phénomène de vibrations s'instaure et s'amplifie jusqu'à 
rupture des éléments. 

РМ Ces phénoménes demandent des études 

Mere complémentaires spécifiques (hors programme) 
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Rupture 


! 
|] 
7 ና 
2 5 4 5 6.3 Yan) 


መማ EE 
Structure inspection Rapid crack 
possible (for AP!) growth 


DIMENSIONNEMENT 
DE PIECES & DE STRUCTURES: 
FAMILLE DES POUTRES 


Poutres 
1 dimension »» 2 autres 


1. INTRODUCTION AU DIMENSIONNEMENT DES POUTRES 
О Comment vérifier les critères usuels pour les poutres ? 


Scénario: « Soit une automobile de 1200 Kg qui se déplace sur un pont de 30 m de 


longueur et 20 tonnes de masse (figure 1). Le véhicule s'arréte brusquement à 10 m du 
point B» 


Q Probléme de RdM Q La résolution par la RdM se fait en trois étapes 
Le pont risque t'il de fléchir 
sous l'action du poids du 
vehicule ? 


L Etape 1: la schématisation 
a. 


Composant (poutre ?) 
Schématisation 
Liaisons/sollicitations 
Hypothèses de la RdM 


Il. Etape 2: Résolution du problème statique : 
recherche actions "passives" 


[ Ry, 
WW L А Li = 
ay, ES +P -L,) Ill. Etape 3: Dimensionnement 
d EX m ER 


figure 1 


Vérification de critéres en 
contrainte ou en 


PAT 
déformation 
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1. INTRODUCTION AU DIMENSIONNEMENT DES POUTRES 


1.4 C'est quoi la RdM (Résistance des Matériaux )? 


= La Résistance des Matériaux (Вам) constitue la base des sciences de 
dimensionnement des structures. Elle traite les problémes "simples" liés au 
comportement et au dimensionnement des poutres. 

" Elle permet à partir du respect de critéres de résistance et de déformations 
admissibles de (pré)dimensionner au plus juste une structure en garantissant un 
coüt financier acceptable. 

= Elle fait partie de la Mécanique des Milieux Continus. 

" Elle est utilisée dans la Conception Mécanique, le Génie Civil et dans les bureaux 


d'études (dimensionnement de structures). 


Comportement local 
des matériaux 


Approche globale 
d'une structure 


RdM 


Sollicitations C => Contraintes 


— Forces & Moments — et 
Déplacements Déformations 


PAT — | 
rude Mécanique du solide 
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2 CONTENU DU COURS 10 


" Partie 1 : Contraintes, Déformations, Loi de comportement 


። Notion de contraintes: 
= Vecteur contrainte, état de contrainte ` déterminer un vecteur contrainte à partir d'un état 


de contrainte, contraintes principales, contrainte normale, contrainte de cisaillement, ... 


። Notion de déformations: 
= Transformation homogène et/ou hétérogène d'un matériau 


= Vecteur déformation, état de déformation ` déformation normale, distorsion, 


= Caractérisation mécanique d'un matériau 
" Essai de traction 


= Comportement d'un matériau 


= Lois de comportement 
" Loi de Hooke uniaxiale, loi de Hooke généralisée, grandeurs caractéristiques des 


matériaux homogénes isotropes 


4 114 
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2 CONTENU DU COURS 11 


s Partie 2 : Poser un problème en RDM 


" Les 3 Étapes de résolution d'un Pb de RDM (Théorie des poutres): 
1) Schématisation d'un probléme, hypothèses de la RDM 
" La représentation graphique d'une poutre (fibre moyenne) 
2) Recherche des actions "passives" Application du PFS : 


= Problèmes: hypostatique, isostatique, hyperstatique 
" /dentification et calcul des réactions de liaisons 

3) Dimensionnement / Vérification / Identification : 

=" Application de la méthode des coupures, 

= Détermination des éléments de réduction (ou de cohésion) 
= Équations d'équilibre en RAM 
= Equations d'équilibre en contraintes 


= Propriétés de surface (Moment quadratique, Moment polaire) 
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2 CONTENU DU COURS 12 


" Partie 3 : Les sollicitations simples en RDM (théorie des poutres) 


= Etudes des sollicitations simples: 
" La traction/compression, 
" Le cisaillement, 
" La torsion, 


" La flexion (flexion pure, flexion simple, ...) 
= Objectifs: 
e Identification des éléments de réduction © Sollicitations simples 
* Dans ипе section quelconque de la poutre, établir le lien entre les éléments de réduction 
(au centre de gravité) et l'état de contraintes (en dehors du centre de gravité) 
* Détermination de la contrainte maximale 
e Application d'un critère de résistance ou de comportement pour dimensionner ou vérifier les 


dimensions d'une poutre 


4 14 
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. NOTION DE CONTRAINTE 
2. NOTION DE DÉFORMATION 


3. CARACTÉRISATION MÉCANIQUE 
D'UN MATÉRIAU 


4. LOI DE COMPORTEMENT 


1 NOTION DE CONTRAINTES 14 
1.1 Efforts de cohésion: 
= Soient: 
e 5, un solide en équilibre sous l'action de sollicitations extérieures Э УК, = 0 
e 9, est divisé en deux solides S, & S, obtenus par une coupe fictive de séparation Q 


S, est en équilibre statique 


0, (=Q) Chacun des solides S, et S; est en équilibre 
sous l'action de: 


» Sollicitations extérieures 
» Sollicitations internes 


© (=Q) t 


S, en équilibre > Y Fext/s, +X Fintys, = 0 


Coupe 


fictive Actions réciproques 
de cohésion 


S, en équilibre > Y Fext/s, +X Figs, = 0 
Les sollicitations internes sont 
appelées efforts de cohésion 


PT ‘ Pour évaluer la résistance du solide Sg aux efforts extérieurs Fer; il faut 
ы сы connaitre la distribution des efforts de cohésion en toute section fictive 
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1 NOTION DE CONTRAINTES 
1.2 Vecteur contrainte: Définition 


15 


" Soit le solide S; et soit un point M localisé sur la surface Q, 


" On identifie autour du point M une facette élémentaire dQ de vecteur normal sortant 
(au point Min (7 est le vecteur caractéristique de la surface) 


dFy Si on choisit Wall = 1 
alors т est unique 


Discrétisation 


dFy: Force élémentaire Facette élémentaire dQ 


Q Définition: le vecteur contrainte (on le note T(M, n)) au point M de la surface dO 


de normale sortante n est donné par: On санына 
2 TMD 
P. 
p M 
ራ-ተ-=ርጊ t dQ--() 
b ` T HT à 
AM u^ 


IMT Nord Europe 
École Mines-Télécom Yy 
IMT-Université de Lille 


1 NOTION DE CONTRAINTES 16 
1.2 Vecteur contrainte: Définitions 


= ሀበ vecteur contrainte est toujours rattaché à une facette d9 unique 


= Par continuité du milieu, en tout point M d'un corps déformable, 

S, on peut choisir une facette et lorsque 40 — 0 associer un 

vecteur contrainte (noté T(M,nm)), ce vecteur est déterminé 

pour une seule facette 40 , il dépend de la direction du 

vecteur normal zi (ri vecteur de norme 1). 

። Pour chaque point M d'un corps rigide, on peut identifier une infinité de facettes 
d'orientations différentes, donc définir une infinité de vecteurs contrainte dont la 
valeur dépend de l'orientation du vecteur normal ri de la facette retenue. 

О Unités des contraintes dans le 5.1. des unités: 


= Une contrainte s'exprime en N/m? (rappel : 1 N/m? = 1 Pa). 

። En mécanique : on exprime les contraintes en MPa 

Pour avoir un système d'unités homogène : on exprimera les longueurs 
Pháp en mm еї les forces en Newton. 
IMT Nord Europe 
École Mines Télécom. 1 MPa = 1 N/mm? = 105 Pa 
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1 NOTION DE CONTRAINTES 
17 
1.3 Nature des contraintes 
| ርድ B , Contrainte 
Le vecteur contrainte T(M,n) est composé de deux TMD 


contraintes aux agissements différents / plan de 


la facette: 
г 


Т(М, п)= On + 


Contrainte tangentielle ou de cisaillement (т) 


Contrainte normale (o, ) au plan 
tangent de la facette (de normale ri ) | au plan tangent de la facette (de normale Ti ) 


መቻ 2 А м > 
t perpendiculaire à п est contenu dans le 


e colinéaire à ri 
` On > 0: traction plan ( T(M, т), ቨ ) 


* On < 0: compression 


on (M, ri) = П. T(M, ri) т(М,п) = IT (M, n) ^n | 
o, (Mn) = op- Ti T(M,n) = T(M,n) -- አ ` n 
t(M,n) = ї ለ ፐርሽ 8) AR 


H Toujours s'assurer |[ri|| = 1 


1 NOTION DE CONTRAINTES 


18 
1.4 Vecteur contrainte: Exercice résolu 
125 
= Soit le vecteur contrainte T (M, 7) qui s'exprime par : T(M,n) = | 60 | 
МА —40 
4 
associé à la facette de direction normale т = ` 
1 
1. Vérifier que ||77]| = 1 2 
2. Calculer с, 7 
AUTRE V3 3 1 
On = H: TOM.) Оп = 74 125 04:604: 40 On = 79,13 MPa 
3. Calculer t? 
= | IT CM, i = 1252 + 602 + 402 -- 79,132 ፒ = 120,68 MPa 
_ 125 £ 90,73 
M2: t =T(M,n)-o,n T = | 60 |-79,127| 3 di 0,65 | 
: ` Е 
—40 0.5 79,56 
мз: T(M, R) = i AT(M,T) лт 
E 60 8 60 90,73 
T 125 4. à ET 4 ; 
ያዥ ሰ 60 |ለ 2.|-10/3-625| RAT(M, DAR. =| 3 |^ Las = | 0,65 
IMT Nord Europe —40 4 Be == 1549 4 67,77 79,56 
ን መ 4 


1 NOTION DE CONTRAINTES 19 

1.5 Vecteur contrainte: INSUFFISANT POUR TRADUIRE UN ETAT DE CONTRAINTE 
En tout point M d'un solide, la connaissance d'un vecteur contrainte T(M, П) est 
insuffisante, pour traduire ce que supporte ce point M au sein de la matière. 
Pour avoir une information complète de l'état de contrainte au point M, il faudrait 
exprimer les vecteurs contrainte pour toutes les directions possibles du vecteur ni, ce 


qui est impossible. 


Pour pallier à cette impossibilité, est-il possible de créer un "objet" mathématique qui 


pour tout point M permettrait de déterminer pour toute direction 77 le vecteur 


contrainte T (M, ri) lui correspondant. 


L'objet existe, il s'agit d'une fonction : exprimée dans un repere, elle est définie à 
partir d'une Matrice dite Matrice de contraintes, (Tenseur de contraintes) unique. 


IMT Nord Europe 
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1 NOTION DE CONTRAINTES 
1.6 Matrice des contraintes: État de contrainte 


20 


Q État de contrainte: Définition de la matrice (Tenseur) de contrainte 


= VM € S, on peut définir une application linéaire o : (Ез > Ез) qui à tout vecteur 


unitaire n associe un vecteur contrainte T(M,n). Dans une base orthonormée 


— => => 


directe (ет, ez, ез), l'application a est telle que: Ез > Ез 


VMES ገዘ >TM, = бт 


— => => 


= Dans un repère de travail (ej, ez, e3), l'application С est caractérisée par une matrice 
(3x3) appelée matrice des contraintes, c'est un tenseur. 
" Remarque: la position d'un coefficient du 
tenseur [o ul 
። (i): N° de ligne 
(j) : N° de colonne 031 ምር à ез) 


O11 912 013 
O = |021 022 9023 


4. 114 
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1 NOTION DE CONTRAINTES 
1.6 Matrice de contrainte: État de contraintes 


21 


Q État de contrainte: Identification des coefficients de la matrice de contrainte 


። Soit т exprimé dans un repère orthonormé direct (ej, ez, ез) 


T4 
Ti = n, ej +n.e, + пзез Ti = (ns 
(е1,е2,ез) 


n3 
Etat de contrainte: cas général: v ri 


(Ui 912 “13 


3 3 
T(M,i)-ü.iü-|a21 A2 аз ሸ>ዕ пае; = У n;T(M,e) 


enun point 


031 032 “33 i=1 i=1 
Etat de contrainte: cas particulier: n = e;; 
1 012 043 “1፤ 
T(M,ej) = | 21. 422 Goal ës |а; = Si 
ES Xe. dag 43i3 (ey 27,83) (21,22,65) 


Our = Oli » Azj = O2; et аз; = Оз; 


sont respectivement les 


composantes des vecteurs contrainte associés aux facettes de 
ም ከራም normales les vecteurs е; , vecteurs directeurs de la base (e}, €z, ез). 
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1 NOTION DE CONTRAINTES 


22 
1.7 Matrice des contraintes: contrainte normale/ contrainte de cisaillement 


= Identification du vecteur contrainte TOM. zi) pour une facette de normale ri (||тї|| = 1) 
n4 01010) = ዐ11 ' ጾ1 + 013 ' 15 ተ 013 пз с; (ei) = ወጊ, 
| = |02(1) = 021 ' 4 + 022 ' n2 + ወ23 ' "3 T (M, ei) = |с„(е?) = o; 
оз(П) = 034 ' n4 ተ 032 ' N2 ተ 033 ' N3 03(ej) = оз; 


———————M————————— ` Í SSS 
Cas général: v zi (||ri]| = 1) Cas particulier: ri = е; 


T(M, n) — ርሽ Ё 
n3 


* Valeur de la contrainte normale ©, à partir de T (M, ñ) 


8 011 012 9013] [1 "TEES. 
o4(M,n) 2n-T(M,n)-[|[n п пз] lo 022 023 re = 4 
031 032. 03311"3 PS? D 
= Valeur de la contrainte de cisaillement T à partir de T(M, ri) 
Е T4 o4 (1) n, 
T(M, n) = плТ(М, п) лп = т ^ |ዐ2(8) | ^ ` t(M, i) = |TM, ri) ላ ቫ | 
"s 03 (ri) "s 
О ፦ዝ3 m; О ፦ዐ3.- © |m 
PAT T(M, ñ) = | пз 0 ^| 03 0  —o, 2 
ማሽ -n2 m, M 1|-02 o 0 11፡3 


1 NOTION DE CONTRAINTES 
1.7 Matrice des contraintes: Propriétés 
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О Représentation graphique d'un état de contrainte en un point M 
L'état de contrainte est exprimé en un point M dans un repère (ej, ez, ез) par: 


O11 012 013 E 
— 
o(M) = |021 922 ወ23 TOM, ej) = |92i 
931. 932 0381216) і 


On représente l'état de contrainte sous 
la forme d'un cube de sommet M, de 
faces normales à «;,ፀ3,ፀ63 , sur 
lesquelles оп reporte — chaque 
composante des vecteurs contrainte 
associés T (M, e;) 


Rq : Etant donnée la définition du vecteur contrainte ` TOM. n) = Jm E 
Py ce cube a un volume qui tend vers le volume nul. 


par uera ron (en fait il s'agit d'un point) 
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1 NOTION DE CONTRAINTES 24 
1.7 Matrice des contraintes: Propriétés 


" La matrice des contraintes о est symétrique à coefficients réels. 
La matrice des contraintes с est diagonalisable. Ainsi, il existe toujours un repère 


unique (kı, kz, kz) dans lequel à est diagonale. 


6, 0 0 > (Ki, kz, kz) est appelé repère principal de contraintes. 


0 ዐዘ 0 > ou, ou Sont les valeurs propres de с et sont 
0 © eng, 


Qi 
| 


appelées contraintes principales. 


" [amatrice des contraintes posséde trois invariants I; : 


> Cas 1: dans un repère général > Cas 2: Dans le repère principal 


11 = trace(oi;) — 011 + 022 + 033 11 — OI + OTI + OTII 
3 3 
1 L = 
EN ————: 2 = От. Ou t О.О + О. Оу 
L = ICT 01.013) C> 
i=1 j=1 _ 
13 = 0. Om, Om 


Їз — det(oi;) 
PAT > Les valeurs propres sont racines du polynôme caractéristique : 
oo trabal redis q det( F =Â AI) = 0 
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1 NOTION DE CONTRAINTES 


25 
1.7 Matrice des contraintes: Propriétés 
Q Changement de repère d'un Etat de contrainte: 


Soit @ une matrice des contraintes en un point M exprimée dans un repère 


R1 (ej, ëz, ez) notée Ср]. 


Soit R2 (e^. "A ез) un deuxième repère de travail tq R1 + R2. 
On peut alors exprimer la matrice des contraintes с dans le repère R2 par la matrice 


de passage "ur R1(e,j, ez, ez) — R2 (e^; "M ез) qui ወ — GO tq: 


/ / / 

011 012 013] | — 
/ / / R2 

021 O22 023|= TR 
/ / / 

0 31 032 0 33 


yo = Wi 


Vecteur de R dans Н, 


с' identifie le même état de contrainte que с 
IMT Nord Europe dans le repere R2. 
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1 NOTION DE CONTRAINTES 26 
1.8 Fiche récapitulative 


Vecteur contrainte Contrainte normale Contrainte de cisaillement 


TOM) aM IL eru 900,7) — i T(M, ri) т(М, т) = |ТОМ, m) лп | 


Etat de contraintes 


Vecteur contrainte 
O11 O12 013 


am lea 022 023 


| Т(М,п) = o(M) re | = 1 
931 932 Өсе) 


n3 


8 Dit 
TOM, ej) = |92: 


O3i 


Etat de contraintes principales 


Or 0 0 
ыз o(M)=|0 ou 0 Changement де repére 
INT Nord Europe 0 0 om 


ው ው ~ R2 = R1 
(P1,P2,P3) O рә = ‘Тру X Ору X KH 


TRANSITION (WOOCLAP -EX) 


. NOTION DE CONTRAINTE 
2. NOTION DE DÉFORMATION 


3. CARACTÉRISATION MÉCANIQUE 
D'UN MATÉRIAU 


4. LOI DE COMPORTEMENT 


2 NOTION DE DÉFORMATION Së 


2.1 Illustration : Transformation d'un milieu continu 


Tout matériau qui supporte une sollicitation (mécanique, thermique,...), se transforme 
géométriquement. Deux types de transformations peuvent étre identifiées 


Exemple: transformations possibles d'un carré quadrillé 


Torsion, flexion 


pur AT / 7 


Traction Pd 
ረረ 


Lorsque tous les carrés déformés sont Dans le cas contraire la 

superposables, la transformation est transformation est hétérogène 

homogène (en chaque point la (chaque point ne présente pas 
ar nord europe déformation est identique) une déformation identique). 
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2 NOTION DE DÉFORMATION 30 


2.2 Notion de déformation 


Un matériau peut se déformer en changeant de dimension (expansion) et/ou en 
changeant de forme (distorsion) 


Q Nature des déformations 
Changement de dimension 


Déformation normale : € Déformation due au cisaillement : У 


Changement de forme 


- 
En к . ዘ 
h+ Ala D. < 
déformation E =1; Afo ዘ l 
normale : - lim Ê, déformation due au cisaillement 
090 


LN 


angle de glissement : Ум 7 2 


roii si y«0:0'» п/2 etsi У>0:Ө' < n/2 


ines 
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2 NOTION DE DÉFORMATION = 


2.2 Notion de déformation 


Q Exercice résolu: Déformation due au cisaillement 


y 


état au ብኔ 


repos 


déformé 


== ж. ша em = = = —Àn 
Superposition de l'état initial (au repos) 


et l'état déformé 
4. nd Déterminer les déformations =; , Eyy et le glissement y; 


IMT Nord Europe 
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2 LOI DE COMPORTEMENT 
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2.2 Notion de déformation 


L] Etat avant déformation * Les déformations £y, , Eyy 


A dx D 


Dans le cadre des petites deformations 


dx -AD' AD” 
dy'-AB' =АВ” 


dx' — dx dx = dx' =d 
ce C ёхх@х X X 


dy'—d ; 
РМ dx -AD' £yy — DT d 4 C> Eyy dy = dy ш йу 
QT dy'-AB' y 


ር 
IMT-Université de Lil 
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Dans le context de petites deformations 


£y, dx = ах — dx 


Eyydy = dy' - dy 


^ Le glissement: Уху = бу + б; 


* Expression де б, Ce er DEI | 
Dans le context de petites deformations 
dx [ጋ ፎሮ 1 
3 Eyx dx 
Ex tgó, = бу = боо = Eyx 
Age 
dx D D" * Expression de 6; 
gy, dx Z ሙሚ. dE 
We tgô> x p = mw = Exy 
dx! = dx + Exxdx ` X + Eyx dx ` y * Expression du glissement 
Dans le context de petites deformations Үху = Éyx + €xy 


PAT уу dx | 
— yx z= 
Gen Bored E (1 + £4 )dx Sİ Eyy = Exy C> dy m л 
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2.4 Déformation d'un milieu continu 
Etudions la matrice : £ 
E11  €42 
€ =| E21 “22 
€ € Es 
31 4 CERES 
€; à 
Direction | 7] Direction 
de projection gment considéré 
Analogie avec les contraintes : du vecteur déformation 


pour tout point M, E est la matrice d'une application linéaire, qui à chaque 
direction 7 associe un vecteur déformation £(M, п) 
P = => E(M,n) Ent = п ላ E(M,n) ^ n 


Enn est la déformation normale (assimilable à un allongement relatif) 
4 "e est la déformation de distorsion (assimilable à un angle) 


MT Mora Eun шор 


ጻው "ያ ves የጣ 
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2.5 Matrice de déformation : propriétés 
Etudions la matrice : € 
E11 “12. “13 
£g =|°21 E22 €23 
51. C Tlse) 
" Mathématiquement la matrice de déformation se comporte de la méme maniére 


que la matrice de contraintes. 


= Elle est symétrique, diagonalisable, on peut la changer de repère. 


" Le repère principal est identique pour la matrice de déformation et de contrainte 
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2.4.4 Déformation d'un milieu continu 


Etudions la matrice : € 


€ is a 
_ ы Les termes diagonaux caractérisent 
== 622 l'expansion dans les directions (ет, ez, ез) 
€ — —> => 
33 (ፀ1,ኖ2,83) Н в H dV = 
Variation relative de — = trace(£) 
volume V 
Е “12. «13 Les termes extra-diagonaux caractérisent 
E=| E21 зг 2698 la distorsion dans les plans (ег, е; ) 
31 "ai “ 12/92) к. 
Ei j 7 Vij 


La matrice E est symétrique diagonalisable 


AM 
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2. NOTION DE DÉFORMATION 


3. CARACTÉRISATION MÉCANIQUE 
D'UN MATÉRIAU 


4. LOI DE COMPORTEMENT 


3. CARACTÉRISATION MÉCANIQUE D'UN MATÉRIAU 38 
3.1 Essai de traction 
Une famille (idéalisée) de matériaux correspond aux matériaux isotropes 
homogènes. Ces matériaux présentent globalement une organisation atomique 
identique dans toutes les directions, et jusqu'à une certaine échelle (mésoscopique) 


peuvent être considérés comme ne présentant pas d'hétérogénéité structurelle. 


Essai de TRACTION 


Pour caractériser le comportement mécanique de 
ces matériaux , Il suffit de réaliser un essai de 
traction jusqu'à rupture de ce dernier, et de relever ce 


que l'on observe. 
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3. CARACTÉRISATION MÉCANIQUE D'UN MATÉRIAU 


3.1 Essai de traction — Machine de traction 


Machine de traction 


Traverse 
mobile 


Máchoires 


Bâti (fixe) 
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Eprouvette 
normalisée 


39 


- L'essai de traction est à la base de la caractérisation des 
propriétés élastiques des matériaux, dont E et v. 


- Par l'intermédiaire d'une machine de traction, une 
éprouvette de taille normalisée est soumise à un effort 
longitudinal F croissant. 


- La norme décrivant l'essai dépend de la famille du 
matériau, des conditions d'essai et du type d'application. 


- L'exemple classique utilisé pour illustrer cet essai est la 
NF EN ISO 6892-1 Novembre 2016 - Matériaux 
métalliques - Essai de traction - Partie 1 : méthode d'essai 
à température ambiante 

ка 


| section | 
réctangulaiie 


norme européenne NF EN ISO 6892-1 1. і 


norme française 


үсе œ зше а 03-001- 


Lo=5,65VS0 


CS: 7709032 
Matériaux ETS 


Partie 1 ` Méthode d'essai à température ambiante. 


largeur b 


H 
d 
d 
! 
፡ 
| 
# 
1 
i 
D 
épaisseur а 


a peuvent être sesemon aen par ናመ memede 


Descripteurs Thésaurus International Таспа : produit meisme ема መረጅ sessi 
de тато тма өл rediens am baras. ፍክ መዝ me een 
erre ire frase 


е rapper! е decent т=чйзое, Che dere [adde 10 «Cordis 
Fue de መ መፈ መመ de oni. И-ы; 


E 
ከመ ተመ 


m EH |]. 
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3.1 Essai de traction — principe de l'essai normalisé 


Schéma de principe de l'essai normalisé 
La section initiale de l'éprouvette S, est constante. 
La zone calibrée de l'éprouvette est de longueur totale L, 


AL; représente la variation de longueur d'un segment de 
référence Li (segment parallèle à la force F) 


Pour s'assurer de la représentativité de l'essai, on doit s'assurer 
que la variation relative de longueur est la méme quelque soit le 
segment de référence L. pris dans la zone calibrée. 

Dans la zone calibrée L, la transformation du matériau est 
homogène 


La variation relative de longueur correspond à la déformation =; 


lim AL 


"Io edi 


CAL Ab; Al, 
PAT “SLT L UTT, 
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3. CARACTÉRISATION MÉCANIQUE D'UN MATÉRIAU 
3.1 Essai de traction - par l'exemple 


41 


Video : Tensile test, Brauch & Trautwein, Karlsruhe University of Applied Sciences 


GE Pour plus de detail: consulter la capsule video sur MLS 


3. CARACTÉRISATION MÉCANIQUE D'UN MATÉRIAU 


3.2 Comportement du matériau 


L] Courbe Force/Allongement ^L 
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3. CARACTÉRISATION MÉCANIQUE D'UN MATÉRIAU 43 


3.3 Essai de traction : courbe conventionnelle de traction 


Enregistrement des capteurs de force et d'extensométrie : 
Force , Allongement AL 


Tracé de la force unitaire de traction en fonction de l'allongement pourcent 
R(MPa) RzF/S, Allongement AL (mm) 


R=F/S, : Force unitaire de 
traction (MPa) 


Trois zones de comportement: 
Zone élastique (OA) 
-  Allongement linéaire réparti : 
déformation totalement réversible. 
(Zone de déformation plastique AD) 
AL x 100 Zone d'écrouissage (AC) 
Lo - Allongement non linéaire réparti : 
O О’ déformation partiellement irréversible 
courbe conventionnelle de traction (79) (élastique«plastique) 
(parfois palier d'écoulement plastique AB) 
(O'G) : en cours d'essai si la force Zone de striction (CD) 
est annulée, on observe un retour -  Allongement localisé au niveau d'une 
4 nd élastique du matériau (réversible) section droite qui diminue jusqu'à 


IMT Nord Europe 
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3. CARACTÉRISATION MÉCANIQUE D'UN MATÉRIAU 
3.6 Essai de traction : valeurs d'essai 
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ISO O 68 92- 1 -2019 
Matériaux métalliques essai T. action 


Légende 
A pourcentage d'allongement aprés rupture [déterminé directement sur 
l'éprouvette 


A, pourcentage d'extension plastique à la force maximale 
Ag pourcentage total à la force maximale 

A pourcentage total à la rupture 

e pourcentage d'extension 


mg pente de la partie élastique de la courbe de pourcentage de contrainte 
et de pourcentage d'extension 
R contrainte 


Re résistance 2 la traction 


R 


R 
i | ያ 
4 
| 3 
= а? 
А е 
Légende 
е pourcentage d'extension Roy limite supérieure d'écoulement 
Via R contrainte Ra limite inférieure d'écoulement 


École Mines 566. 2 Effet transitoire initial, 


3. CARACTÉRISATION MÉCANIQUE D'UN MATÉRIAU 45 


3.4 Essai de traction : courbe conventionnelle de traction 
Grandeurs caractéristiques déterminées à partir de l'essai de traction 


courbe conventionnelle de traction : o — R 
0 
R 


Retour 
ያ ም ቁ élastique 


Retour 


[élastique в, 


(si suppression 
AL 
de la charge) ፦ x 100 
0 


O 0,296 о’ 
courbe conventionnelle de traction 


о о’ A%rupt 
courbe conventionnelle de traction 


Limite apparente d'Elasticité nette (point A) Certains matériaux ne présentent pas de 
limite apparente d'élasticité nette 


(Aciers ferritiques) | IS: AH 
Е En (Aciers austénitiques, Aluminium,..) 
A):Re =<" (C): Rm == 
(4) So = So On détermine une Limite conventionnelle 
d'Elasticité : avec allongement rémanent de 0,2% 
Lu Fpo,2 Fm 


VM л = Pi 100 (A): Baas = 72 = 
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3.4 Essai de traction : courbe rationnelle de traction 


En tenant compte des équilibres et des hypothéses de traction simple, on a 


courbe rationnelle de traction : o — 


S réelle 
Е D Е =N 
О = — = — 
S S 
(valide à condition d'enlever 
б , l'incidence de la géométrie) 
e | Retour 
1 | élastique. € : Déformation ou allongement 
si suppression PO” : 
dela charge) unitaire(adimensionnel) 
o : Contrainte de traction réelle 
AL -2 
AL op (MPa ou N.mm*) 
| Lo 
О O’ A% 


On distingue 2 zones de comportement : 


- Un domaine élastique (entre 0 < 64, < o,) 
- Un domaine plastique (pour 644 > Gel 
4 14 | 
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3. CARACTÉRISATION MÉCANIQUE D'UN MATÉRIAU 


3.4 Essai de traction : courbe rationnelle typique 


Courbe rationnelle : dépend du type de matériau 


e] 
Céramique Métal "dur" et fragile 
Métal ductile 
Composite 
Polymère 
А% 


4 14 
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3. CARACTÉRISATION MÉCANIQUE D'UN MATÉRIAU 


48 
3.4 Essai de traction : au-delà de la limite d'élasticité 
О Comportements des Matériaux 
Matériaux Fragiles (Céramique, Matériaux endomageables 


certains polyméres) O4 (ex. béton, certains 
composites) 


A% 


> Au-delà de la limite d'élasticité Les > Au-delà de la limite d'élasticité 

matériaux fragiles présentent une faible Les matériaux endomageables 

aptitude à supporter des déformations présentent une dégradation des 
ropriétés 

EMS did 
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3.4 Essai de traction : au-delà de la limite d'élasticité 


О Matériaux ductiles (métaux, certains polymères) 


Acier inox 


Acier doux 


La ductilité est l'aptitude du matériau à supporter des déformations 
élevées (qq% à qq dizaines de 956) 


4 114 
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3.4 Essai de traction : matériaux symétriques et non symétriques 


Matériaux symétriques : matériau ayant la méme limite élastique en traction et en 
compression : 


Re = ІК" | 


Matériaux non symétriques : les limites élastiques en traction et еп compression 
sont différentes 


En traction Re En compression R,' Re = |К| 


Cas d'application : le béton avec le cas d'une poutre en flexion par exemple, fonte 
R 


Exemple sur 


le béton IR. | 
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3. CARACTÉRISATION MÉCANIQUE D'UN MATÉRIAU 54 


3.4 Essai de traction ` Zone d'utilisation en Вам 


Loi de Hooke en traction (1678) 


« ut tensio sic vis » « telle extension, telle force » 


ፓ=ድይሪ 


(Sous cette forme la loi est uni axiale) 


Point important ! 
Les théories de l'élasticité linéaire de la RdM ne concernent que le domaine 


élastique des matériaux 
e Dans ce domaine les déformations sont réversibles et n'excédent pas quelques 96 


4 114 
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3.5 Quelques valeurs usuelles : Module de Young et Coefficient de Poisson 


Coefficients de poisson E : Module de Young 
«0 > Très variable selon le matériau 
ኤሦ Module de 
Matériaux ` ei pound = 
artificials Matériaux communs MPa 
(auxétique) Acier 210 000 
Valeurs typiques Aluminium 70 000 
ar ЭЖЕ. 020: Bois 5 500 à 12 000 
Tes | ^_^ Verre 60 000 
ገ F7 iu Polystyrène 3 000 
x | | | | 4 BR sic udi ias йш Й 20 000 (сотр) 
Matériau auxétique Matériau conventionnel Béton 50000 (trac.) 
Céramique ESE 
РМ 1 000 000 
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4. LOI DE COMPORTEMENT 


4.1 Loi de comportement (petites déformations; matériaux isotropes) 


53 


Cas uniaxial 
La majorité des matériaux dans le domaine des petites déformations présentent un 
comportement linéaire élastique. (hypothèses de la RDM) 
C'est-à-dire : 
- Matériau isotrope 
On exerce sur un matériau une contrainte selon une direction (par exemple 01121) 


044 0 0 
c(M)-|O0 0 0 
0 0 Ole 


- Géométrie initiale 


( 


On observe alors l'état de déformation suivant : 


E в 
ee ^ & 0 0 E11 = Косі 
A £(M)-| 0 £z 0 азан E22 = —QE11 
0 9 3 (е1,е2,ез) £33 = — E14 
EMA . Si on annule o,,alors les déformations s'annulent et la forme reprend sa 


IMT Nord Europe géométrie initiale 


3. CARACTÉRISATION MÉCANIQUE D'UN MATÉRIAU 54 
3.7 Essai de traction : exemple 


Un essai de traction est réalisé sur une éprouvette de longueur initiale 100mm 
€ — 0,125 de -2,4% "E -195 р: 
= 240 MPa 


А: ë = 25% 


g = 380 MPa 


а = 240 MPa = 420 MPa 


. La courbe correspond-elle à la courbe 
conventionnelle de traction ? 

. Identifier les zones de comportement 

. Déterminer Re, Rm, Rr 

. Calculer le module de Young (on 
précisera les unités) 

. Calculer l'allongement à la rupture 

. Reporter les différents points sur la 
courbe 
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4. LOI DE COMPORTEMENT 


4.1 Loi de comportement (petites déformations; matériaux isotropes) 
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L] Cas uniaxial 


Ce comportement est modélisé par la loi de Hooke (uniaxiale), qui relie déformation et 
contrainte (quelquesoit la direction e; , cas d'un matériau isotrope) 


„~ Géométrie initiale 


E est appelé Module de YOUNG, 
c'est une caractéristique du matériau 


Simultanément dans les plans perpendiculaires à е; 
se produisent des déformations 


ej =” VE V est appelé coefficient de Poisson, 


= — Ре . c'est une caractéristique du matériau 
PAT Ekk "HE j 
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4. LOI DE COMPORTEMENT ET 
4.1 Loi de comportement (petites déformations; matériaux isotropes) 


Loi de Hooke généralisée (repère principal ) 


Dans le domaine des petites déformations, le comportement du matériau est linéaire 
Si on superpose des contraintes, les déformations induites s'ajoutent 


On généralise ainsi la loi de Hooke à des états de contraintes tridimensionnels en 
superposant trois contraintes selon trois directions perpendiculaires (e1, ez, €3) 


011 00 0 оу 0 0 
On =| o n b o 022 o| + [ 0 d — | 0 022 H 


0 0 ዐ33 0 0 


o -፦>ሙ>ሙ>ታ 
28 (e1,ez,e3) 


On exprime ainsi les déformations en fonctions des contraintes dans chaque direction €i 


Loi de Hooke généralisée 
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4.1 Loi de comportement (petites déformations; matériaux isotropes) 


Loi de Hooke généralisée (repère principal ) 


Dans le domaine des petites déformations, le comportement du matériau est linéaire 
Si on superpose des contraintes, les déformations induites s'ajoutent 


On généralise ainsi la loi de Hooke à des états de contraintes tridimensionnels en 
superposant trois contraintes selon trois directions perpendiculaires (e1, ez, €3) 


011 00 0 оу 0 0 
መ8- o n o o 022 o| + [ 0 d — | 0 022 H 


0 0 033 0 0 


o 
33 102727,5) 


On exprime ainsi les déformations en fonctions des contraintes dans chaque direction €i 


022 033 011 0227+033 
е1 epe 5114 = R T E11 = —V — => EH "Ve" 
О . . . 9 --.[|[| ቪ 7 > M] ^ А G. 011 +0: 

011 022 033 => E “ረም _ 37 _111*33 
== = WE? EES 22 
е2 E99 = CEU == E22 = = +| E22 = > E E 
---р----------------[---[---------------{--{--------------- 033. „, 9117+022 
= 011 €337 


Loi de Hooke généralisée 


4d nd аге principal : Ud. ETUR 
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4. LOI DE COMPORTEMENT 


o9 
4.1 Loi de comportement (petites déformations; matériaux isotropes) 
Loi de Hooke généralisée (repére principal) 
€141*€55 tE 
gii OjjtOkk 0711 7227533. 1_2vy 
Ge =V C E E (011 + 022 + 033) = €11*£22*£33 (D 


Inversion de la loi de Hooke (exemple détermination de о; і) 


011 022t033 E (011 
11 — V E -— ' 022 + 033 =" (=>*- ғи) (2) 


Ф => 022 + 033 = 1—2v (£11*€22*633) — 011 


E [о Е 
(1) =Ò >> = (= Е e1 )= = (£11*£22*€33) — 011 


1 E E 
O t41) e += (E11 +68, +E 
11 (É y cl x 11*822* 833) 


E Ev T 
0, =$g8 j= ÂÂ (с, £54 + Calcul identique 
11 1+ህ 1 Gaz | +822 +833) pour 
Repère 


Loi de Hooke généralisée inversée principal 022,033 
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4. LOI DE COMPORTEMENT 
4.1 Loi de comportement : Loi généralisée 
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Loi de Hooke généralisée (Repère principal) (petites déformations; matériaux isotropes) 


(1+v)0;; CiijtOjjtOkk (D 
Ü= 1 ግ. е 


Inversion de la loi de Hooke 


E 
(2) = 011 +022 ተ 033 = T = 2, (E11 +822 +833 ) 


1+ ii E 
08 O = > e => — - 2( s (er1+822+833 )) 


(1 + у)о;; 


E = Eii + 


V 
1—2v (511 822833 ) 


Ev Par permutation 


d'indices 
on détermine 


(€11 tE22tE33) 


Repère 


Loi de Hooke généralisée inversée principal 011, 022, 033 
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4. LOI DE COMPORTEMENT 61 
4.2 Loi de comportement : Loi généralisée 
Loi de Hooke généralisée (Repére quelconque) 
Loi de Hooke généralisée inversée dans le repère principal (forme matricielle) 


o; 0 0 & 0 0 1 0 0 
_ E Ev(ej ter Ter) 
| 0 OTI 0 = 0 ETI 0 Vë 0 1 1 


0 Ò ош 0 0. ደአ 0 0 1 
Procédons à un changement de repère caractérisé par la matrice de passage [P] 
o; 0 0 eg 0 0 "A 
'ሀ]|» on 0 [[P] = ЧРЦО eu 0 |Р] 222228222 аруа |р} 
0 0 От 0 0 ETI Le 
Nous obtenons : [Газ] 


€11 “12. “13 
«21. “22 23 
€31 “32. “33 


011 012 013 1.0 0 
EV(E11+E22+€33) 
021 022 ወ231 = 4-2») 0 1 0 
031 032 033 0 0 1 
(les matrices des contraintes et déformations qui décrivent le même état de contrainte ne sont plus diagonales) 


Loi de Hooke généralisée inversée (Repère quelconque) 
E Ev 
O; ;=— Ei; FL (£14*€55 FE33 )Ò j j 


De même la Loi de Hooke généralisée 


PAT 2+0 


v 
INT Nord Europe j= = Qj = (011 + 022 + 033)Ôij 
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4. LOI DE COMPORTEMENT 
4.2 Loi de comportement : Loi généralisée 
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Loi de Hooke généralisée c. LO tv) 


d 
(Repère quelconque) J E SES E (011 ት 022 + 33757 


Inversion de la loi de Hooke généralisée inversée 
(Repère quelconque) 


E Ev 
O; ;=— E; + (E11 E23 HE23 )Ô; ; 
J  1+v H ` (1+v)(1-2v) ( 311 7 ረ 33) 1] 


Que l'on pose aussi  O;;=2UE;; +À(E11 Të: t£33)Ójj 
Grandeurs caractéristiques des matériaux ሚሙ: 
(1-v)(1-2v) 
И, À coefficients de Lamé 


ረ 
E Module de YOUNG 2(1+v) 
À 
V Coefficient de Poisson y=_Á_ Á 
2(А+и) 
HU | Module de COULOMB ጅ 3À+2u 
= Ш 
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Intervenant: 


AU: 2022-2023 


E RÉSOLUTION D'UN PROBLÈME DE RdM 


Schématisation 

= Hypothèses de la RAM 

ETAPE 2 : RÉSOLUTION PROBLÈME STATIQUE 
= Principe fondamental de la statique (PFS) 

። Liaisons 

ETAPE 3 : DIMENSIONNEMENT 

" Eléments de réduction 

* Équations d'équilibre en RdM 

" Equations d'équilibre d'une section 


| COMPLÉMENT DE COURS: 
ENT "TT 
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" Propriétés de sections 


2. Démarche de résolution d'un probléme de RdM 3 


О Comment vérifier les critères usuels pour les poutres ? 


Scénario: « Soit une automobile de 1200 Kg qui se déplace sur un pont de 30 m de 
longueur et 20 tonnes de masse (figure 1). Le véhicule s'arrete brusquement à 10 m du 


point B» 


Q Probléme de RdM О La résolution par la Вам se fait en trois étapes 


L Etape 1: la schématisation 


Le pont risque t'il de fléchir 
sous l'action du poids du 
vehicle ? Composant (poutre ?) 
Schématisation 


Liaisons/sollicitations 
Hypothèses de la RAM 


Il. Etape 2: Résolution du problème statique : 
recherche actions "passives" 


T UT Ill. Etape 3: Dimensionnement 
E= ከረረ ን ን መ SH maus 


Vérification de critéres en 


EMA contrainte ou en 


[MT MENA Europe déformation 
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figure 1 
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2. DÉMARCHE DE RÉSOLUTION D'UN PROBLÈME DE RdM 
Q 2.1 Étapes de résolution d'un problème de RdM 


Schématisation Il. Résolution du probléme statique 


| 
1. Composant (poutre ?) Principe fondamental de la statique (PFS) 
2. Schématisation 1. Chargements actifs 

3. Liaisons/sollicitations 2. Réactions d'appuis (Actions passives) 
4. Hypothèses de la RdM Système isostatique/hyperstatique 


Ill. Dimensionnement / Ivérification: 


3. Méthode des coupures (Sections) 


Est-ce que la structure et/ou (Géométrie de la poutre/Matériau) 


le composant vérifie le critére 


i 
І i 
| | 
| 
2 1 4. Eléments de réduction E 
| 4 | a l'E IE 
(Contrainte/Déformations) ^ Ф E 
ï 
6 1 | 5. Contraintes 5. Déformations | ፤ 5 
ፎ ፤ 0ህ , e 
i critèfe de critère de 
A RETENIR - résistance comportement 
| | 
ሃራም ] Critère de Critère de [ ! 
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2. SCHÉMATISATION D'UN PROBLÈME DE RdM 5 
2. 2 Géométrie du composant 
Q Géométrie (Hypothèse 1 de la Вам) 
" Les composants étudiés еп Вам sont des poutres. 
= Par définition, 
* Une poutre est engendrée par une surface plane S nommée section droite 
dont le centre d'inertie (ou barycentre) G parcourt une courbe continue g 
appelée fibre moyenne; 
* La section droite (S) reste perpendiculaire à la fibre moyenne g; 


* Toute courbe paralléle à la courbe moyenne g est appelée fibre; 
Section droite (S) 


A RETENIR 
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2. SCHÉMATISATION D'UN PROBLÈME DE RdM 
2.2 Géométrie du composant 


О Critères géométriques d’une poutre: 
* La longueur L de la fibre moyenne doit être suffisamment grande devant la 
plus grande dimension h de la section droite (S): 
5h < L< 30h 
e Le rayon de courbure R en tout point de g de la fibre moyenne doit vérifier: 


R > 20h 


* Les variations de forme et de dimensions de la section (S) le long de la 
fibre moyenne g doivent être progressives (pas de variation brusque de la 
section); 
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2. SCHÉMATISATION D'UN PROBLÈME DE RdM 
2.2 Géométrie du composant 
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Q Applications directes: Identifier le composant en vérifiant qu'il répond aux critères 


géométriques d'une poutre. 


SPOKE PARAMETER 


unit: mm 
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2. SCHÉMATISATION D'UN PROBLÈME DE RdM 


2.3 Schématisation d'un composant 
l. Schématisation Il. Résolution du probléme statique 


Composant (poutre ?) 

1. Schématisation 

2. Liaisons/sollicitations 
З. Hypothèses de la RAM 


Principe fondamental de la statique (PFS) 
1. Chargements actifs 


2. Réactions d'appuis (Actions passives) 


Ill. Dimensionnement 


3. Méthode des coupures (Sections) 
(Géométrie de la poutre/Matériau) 


La schématisation d'une 
poutre se fait toujours 
uniquement par la 


1 

[ i 

| 1 

ssentation d i | 
ዌም. ን EN CH 4. Eléments de réduction T- 
fibre moyenne. Tg. IE 
$i E 

1 | ን | 

= т | 5. Contraintes 5. Déformations | 1 5 

critèle de critère de 

H résistance comportement i 

| 

] Critère de Critère de - 


Su Y 
= 
Й VZ ። ። z 
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2. SCHÉMATISATION D'UN PROBLÈME DE RdM 


2.3.1 Schématisation d'un composant: Repère global/Repère local 


1. Convention de positionnement du repère global d'étude: 


a. 
ል 


ር 


d. 


L'origine O du repére est libre (positionnée de facon à minimiser les calculs); 
y, est aligné avec la verticale du lieu et orienté positivement vers le haut; 

Zo est horizontal et perpendiculaire au plan qui contient la poutre; 

x, est orienté de telle façon que le repère (0, Xo, Yo Zo) soit orthonormé direct. 


2. La poutre est schématisée uniquement par sa fibre moyenne 


IMT Nord Europe 
Е Mines-Télécom 


École Min: 
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a. 


b. 
C. 
d. 


-> 


Yo m 
Repère global o Xo 
Zo 


Fibre moyenne (g) 


3. Pour chaque section de la poutre on associe un repere local: 


L'origine G du repére est confondue avec la fibre moyenne (g); 

Les plans (G;, y, Z) appartiennent aux plans des sections (S) de la poutre; 

x est normal aux plans des sections (x tangent à la fibre moyenne); 

y,z correspondent aux axes principaux d'inertie de section; (cas d'un 
probléme plan: z perpendiculaire aux plans x, y communs au plan qui contient la 
poutre). 


| ሃ 

[^ m 4 ሃኛ . . ..ሠ.-ሎኤሙ፦-፦፦-፦ሙ፦፦ E 

= MC ZS G, `z 
ኢና 


2. SCHÉMATISATION D'UN PROBLÈME DE RdM 


2.3.1 Schématisation d'un composant: Repère global/Repère local 


10 


Ce cours traite des problémes plans : 


La fibre moyenne de la poutre sera toujours contenue dans un plan unique 
Le plan arbitrairement retenu du repère global sera le plan (0, xo, Yo) ou (O, Xo, Zo) 


— 


Уо 
: Xo 
Repère global O 
Zo 
(So) 


Les efforts extérieurs (ponctuels ou répartis) sont exclusivement contenus 
dans le plan (0, xo, Yo) ou (0, Xo Zo) 

Les moments extérieurs s'exercent autour de la direction z, ou y, 

La direction Z ou y des repéres principaux des sections de la poutre est 
confondue avec la direction z, ou y, du repère global 


Remarque : la sollicitation en torsion sera appliquée sur une géométrie 


PAT spécifique. La sollicitation extérieure sera un unique moment autour 
de la direction x, (cf. Chap torsion) 
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2. SCHÉMATISATION D'UN PROBLÈME DE RdM 
2.3.2 Liaisons et sollicitations 
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l. Schématisation П. Résolution du problème statique 


Composant (poutre ?) 
1. Schématisation 


Principe fondamental de la statique (PFS) 
1. Chargements actifs 


2 LIAISONS вонекароне 2. Réactions d'appuis (Actions passives) 


3. Hypothèses de la RdM 


ll. Dimensionnement 


Etant donné la nature plane 


3. Méthode des coupures (Sections) 


des problèmes traités en (Géométrie de la poutre/Matériau) 


RdM, trois liaisons sont le 


[ 

[ i 

| | 

i 

A ኣክ (ብሪ 2] 4. Eléments de réduction E 
plus fréquemment étudiées: = , e E 
WEI Se `O `O 
liaison encastrement, liaison |> 1 |> 
ጋች ሽሽ | 51 | 5. Contraintes 5. Déformations| ፤ S 
appui simple, liaison pivot. ፎ 1 — ou — lc 

critèle de critère de 

H résistance comportement i 

A RETENIR | Y Y 

J Critère de Critère de - 


Su Y 
= 
Й VZ ። ። z 
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2. SCHÉMATISATION D'UN PROBLÈME DE RdM 


2.3.2 Liaisons et sollicitations 
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= Chaque liaison d'un solide So avec un solide S4 est caractérisée par deux torseurs: 


L] Torseur cinématique : 
Il traduit la vitesse relative du solide S, par rapport à un autre solide S, 


GH = Gy. X t Wy: y + 07. Z wy WV, 
{Vs2s1} - =- " m " = Фу Уу Avec 
9 Vos, = Vy. x + Vy. Y+. 02 W ጄ%)].... | 
. ч ous or" “ርጋል 
. ` 1 Q — 
Qs; ls, vecteur vitesse de rotation А Vos / 


EM 1 
Vo,s; A : vecteur vitesse du point O appartenant au solide 5, par rapport au solide S, 
1 


Q Torseur statique (Torseur de liaison): 
I| traduit les efforts et moments transmissibles d'un solide S, à un autre solide S4. 


Fs, =X.X+Y.Y+Z.Z x L 
51 
{туз s1} = J= S К , = \Y M Avec, 
d A Vos, = L.X ተ+ 14. / - N.Z р № зя 
Е бў) 9 2 ' 
F : д Fs, Mos, 
PAT Fs, 7 Force exercée par S» sur 51. 7 7 


nn à Moss. . Moment au point О de S» sur Si. 
1 


IMT-Uni ё de Lile 


2. SCHÉMATISATION D'UN PROBLÈME DE RdM 
2.3.2 Liaisons et sollicitations 
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Ы Liaison encastrement = Représentation plane 


= Exemples 


ff 
Ce 
Poutres 6) 7 
soudées 
ei s Mouvements possibles (probléme 
(So) plan de normale z ) 
= V = 0 
До) = ss = 0 
Assemblage o Wz = 0 i 
par vissage 
" Torseur statique 
AT 
PAT oUses] = |f» " 
irre - M v 
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2. SCHÉMATISATION D'UN PROBLÈME DE RdM 14 
2.3.2 Liaisons et sollicitations 


Ы Liaison appui simple (ou ponctuelle) 
"= Exemples: 


Pieds 
d'une table 


* Représentation plane 
Liaison ponctuelle de normale (O, y) 


FT) 


Ÿ АМ ъъ АМ 
" Mouvements possibles (probléme 
plan de normale z ) 


GC 
TG еу = 0 
ACE 
= Torseur statique 
Ry, —0 — 
o Uso/s1) = Ку E 
mum -  Mz=0} 3z 


О (A.S 


2. SCHÉMATISATION D'UN PROBLÈME DE RdM 
2.3.2 Liaisons et sollicitations 
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Q Liaison pivot = Représentation plane d'axe (О, 2) 


* Exemples (S) 


= Mouvements possibles (probléme 
plan de normale z ) 


Өх V, = 0 
Usos} Hey V, = 0 
Ja, ጃጁ 
" Torseur statique 
Domaine du génie civil: les ponts R, Ex 
ፈሪ oU so/siJ = 
IMT Nord Europe == M — 0 -$ =» zx 
un, О S (X,y,Z) 


2. SCHÉMATISATION D'UN PROBLÈME DE RdM 


2.3.2 Liaisons et sollicitations 
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Q Application directe: 


Système barrière levante pivotante 


1. Numéroter les piéces de ce mécanisme qui peuvent étre pré-dimensionnées par 
la théorie des poutres. 
2. Schématiser chaque piéce identifiée et représenter le chargement qui s'applique 


sur chacune d'elles. 
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2. SCHÉMATISATION D'UN PROBLÈME DE RdM 
2.3.2 Liaisons et sollicitations 


|. 


1. Numéroter les piéces de ce mécanisme qui peuvent étre pré-dimensionnées par la 
théorie des poutres. 


» 3 poutres: 


ከ224 


Remarque : Action/réaction 


R3/1 = —К1/з 


Күрә = —Ran 
2% Ge —Rx4 ፳22/4 = Куу Кутуз = —КХз/1 
ፖከራፇ ፡ X Si orientation flèches Si orientation flèches 


IMT Nord Europe tracées dans tracées 
inim le méme sens en sens opposés 


3. HYPOTHÉSES DE LA RdM 


3.1 Démarche générale de résolution d'un probléme de RdM 
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l. Schématisation П. Résolution du problème statique 


Composant (poutre ?) 

1. Schématisation 

2. Liaisons/sollicitations 
3. Hypothèses de la RdM 


Principe fondamental de la statique (PFS) 
1. Chargements actifs 


2. Réactions d'appuis (Actions passives) 


Ill. Dimensionnement 


3. Méthode des coupures (Sections) 
(Géométrie de la poutre/Matériau) 


i 
І i 
| | 
| i 
CH 4. Eléments de réduction E 
= И IE 
>! E 
51 | 5. Contraintes 5. Déformations| ፤ S 
c ! ou - c 
d сгйёѓе de critère de 
A RETENIR résistance comportement ` | 
| | 
EMA J Critère de Critère de [ 1 
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3. HYPOTHÉSES DE LA RdM 
3.2 Rappel 
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Rappel 

La théorie de la RdM peut être considérée comme une simplification de la 
théorie mécanique des milieux continus, à condition que certaines 
exigences sur la géométrie, les chargements et des zones de validité de calcul 
soient assurées, on peut garantir que les résultats trouvés sont corrects. 


Il est donc important de les connaitre, elles sont de 2 types : 

Soit des hypothèses simplificatrices ont été posées pour réaliser les calculs. 
Soit des hypothèses qui doivent être vérifiées avant tout calcul pour 
s'assurer que les résultats seront corrects. 

Le risque en cas de non-respect, est d'aboutir à une conception mal 
dimensionnée entrainant des risques d'endommagements irréversibles ou de 
défaillances. 


Ces conditions sont appelées les hypothèses de la RdM, elles sont au 
nombre de 10. 


4 Ad 
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3. HYPOTHÈSES DE LA Вам 
3.3 Hypothèses de la RdM 


20 


Hypothèse 1 : Critères géométriques que doit respecter une poutre. (Voir Slide 12). 


Section droite (S) 


(S4) (5) 
(So) Fibre moyenne (g) : Longueur L 


* La longueur L de la fibre moyenne doit être suffisamment grande devant la 


plus grande dimension h de la section droite (5): 5h < L< 30h 
* Lerayon de courbure R en tout point de g de la fibre moyenne doit vérifier: 


R > 20h 


* Les variations de forme et de dimensions de la section (S) le long 
de la fibre moyenne g doivent étre progressives (pas de variation 
Ум brusque de la section). 
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3. HYPOTHÈSES DE LA Вам 
3.3 Hypothèses de la RdM 


21 


Hypothèse 2 : Homogénéité et isotropie des matériaux 


= Cette hypothèse porte sur la nature des matériaux qui constituent les poutres. 


` 


" Matériaux homogènes: c'est à dire qu'ils ont les mêmes propriétés 


physiques en tout point du solide. 


" Matériaux isotropes: c'est à dire qu'ils n'ont pas de direction privilégiée en 
contrainte ou en déformation, le matériau réagit de la même façon aux 
sollicitations quelque soit la direction envisagée. C'est le cas de la plupart des 


matériaux métalliques, des bétons et des polyméres. Par contre des 
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3. HYPOTHÈSES DE LA Вам 
3.3 Hypothèses de la RdM 
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Hypothèse 3 : Comportement élastique linéaire 


" Les déformations des matériaux sont proportionnelles aux chargements 


appliqués: Elles s'annulent lorsque le chargement est supprimé; 


" Ce comportement est caractérisé par la loi de HOOKE généralisée qui établie 

| . À i R 

les relations contraintes-déformations; Rs. 

= Pour déterminer cette loi (qui caractérise le в, 

comportement du matériau), on réalise 
un essai de traction normalisé. 


Hypothèse 4 : Action statique des forces o 
" Les chargements extérieurs considérés sont appliqués de on lente, 


continue et progressive et ceci depuis une valeur nulle jusqu'à leurs intensités 
maximales de sorte que les déformations se produisent à vitesse nulle. 
" La poutre reste en équilibre quasi-statique, il n'y a pas de dissipation d'énergie 


AA forme de chaleur. 


ጻው Un 


3. HYPOTHÈSES DE LA Вам 
3.3 Hypothèses de la RdM 
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Hypothèse 5 : Conservation des dimensions initiales 


Lorsqu'on détermine les chargements (équilibre de tout ou partie de la 
structure), la structure est considérée solide rigide donc non déformée, 
c'est-à-dire que toutes les longueurs et angles qui décrivent la structure 


restent constants. 


Conséquences 


Les dimensions qui interviennent dans les équations d'équilibre sont celles 


de la structure avant application des charges. 


Les équations de la statique pour décrire l'équilibre global d'une structure 


seront écrites sur la structure non déformée. 
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3. HYPOTHÈSES DE LA Вам 
3.3 Hypothèses de la RdM 
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Hypothèse 6 : Hypothèse 1 de Barré de Saint Venant 


Les contraintes et les déformations dans une zone (1) d'un solide suffisamment 
éloignée des zones d'application des sollicitations extérieures (ll, Ill) ne 
dépendent que des forces et moments résultants de ces sollicitations, et pas 


de leur mode d'application. 


(፳32) 


ማም ኣ 1 / Aur Lan 

E II II on [F Jm Yai Mini 

[Flu Abu Mut m 2 መ” Ми 
РЕ Zu Nu ЕАД \ 


Les forces et moments en zone | résultants des chargements extérieurs appliqués 
sur les zones ll et ||| sont indépendants de la facon dont ces chargements sont 


appliqués sur ces zones || et III. 
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3. HYPOTHÉSES DE LA RdM 


25 
3.3 Hypothèses de la RdM 


Hypothese 7 : Hypothese de Navier Bernouilli 


Toute section plane avant déformation se transforme en une section plane 


aprés déformation. 


Toutes les sections (О) qui constituent la poutre restent perpendiculaires à 


la fibre moyenne aprés déformation. 


(Qo) (Q) 6. 
Poutre au repos Poutre sollicitée (О 
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3. HYPOTHÉSES DE LA RdM 
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3.3 Hypotheses de la RdM 


Hypothèse 8 : Hypothèse de continuité des modeles 
Les différentes équations qui décrivent les déplacements, les contraintes et les 


déformations sont des fonctions mathématiques continues et dérivables. 


Hypothèse 9 : Hypothèse 2 de Barré de Saint Venant (pour le cas de la 
flexion simple) 


On considére que la contrainte normale en tout point M d'une section droite 
d'une poutre fléchie en flexion simple, est proportionnelle à la distance qui le 


sépare de l'axe neutre, axe qui passe par le centre d'inertie de la section. 
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3. HYPOTHÈSES DE LA Вам 
3.3 Hypothèses de la RdM 
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Hypothèse 10 : Probléme de Barré ае Saint Venant 


On admet en RdM, que dans toute pièce prismatique (poutre), les contraintes et 
les déformations produites en tout point M par un systéme de forces 
appliquées, ne dépendent que des éléments de réduction düs à ce systéme 
de forces, c'est-à-dire de sa résultante et de son moment résultant dans la 
section qui contient le point M. 

Cette proposition n'est toutefois valable que pour des points suffisamment 


éloignés des zones d'application des charges (région 1). 


"A 


section 


[Ке] 


[-,] section 


3. HYPOTHÈSES DE LA Вам 
3.3 Hypothèses de la RdM 
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Q Récapitulatif des hypothèses de la RdM 


Hypothèse 1 : 
Hypothèse 2 : 
Hypothèse 3 : 
Hypothése 4 : 
Hypothése 5 : 
Hypothése 6 : 
Hypothése 7: 
Hypothése 8 : 
Hypothése 9 : 
Hypothése 10 
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Hypothèse géométrique 5h<L<30h , R >20h 


courbure 


Homogénéité et isotropie des matériaux 


Comportement élastique linéaire 


Action statique des forces 


Conservation des dimensions initiales (détermination chargement) 


Hypothèse de Barré de Saint Venant d JE r> E: SL. 


Hypothèse de Navier Bernouilli La 


(%) (Q) 


Hypothèse de continuité des modèles f, f” continues 


Hypothése Barré de Saint Venant (flexion) 


: Probléme de Barré de Saint Venant 


4. RAPPELS DE STATIQUE 


4.1 Démarche de résolution d'un probléme de RdM 
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l. Schématisation ዘ. Résolution du probléme statique 


. Composant (poutre ?) 
. Schématisation 
. Liaisons/sollicitations 


Principe fondamental de la statique (PFS) 
1. Chargements actifs 


. Hypothéses de la RdM 2. Réactions d'appuis (Actions passives) 


Cette partie a pour objectif, 
. Méthode des coupures (Sections) 
- (Géométrie de la poutre/Matériau) 
calcul statique nécessaires i 


de rappeler les principes du 


. Eléments de réduction / cohésion 


s'applique à un élément . Contraintes GE: Déformations 


| | 
poutre. i | | 

| |  Critére de Critére de 
IMT Nord Europe limite d'élasticité déformation 


cole Mines 
IMT-Université de Lille 


à l'identification complète 


du chargement qui 


non vérifié 
non vérifié 


4. RAPPELS DE STATIQUE 


4.2 Actions mécaniques © Forces 
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Le chargement se traduit par des actions mécaniques (A.M). 


Une A.M. est un phénomène physique capable де: 


maintenir 
un corps en 


déformer un corps 


J. FRAISSE 28/11/12 


On distingue 2 types d'A.M.: 


- Les A.M. à distance (ex : champs de pesanteur, champs magnétiques, 
champs électrostatiques (matériaux électro-actifs : quartz)). 
- Les A.M. de contact linéiques ou surfaciques, exercées par un solide sur un 


PAT autre solide par l'intermédiaire de leurs surfaces en contact. 
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4.2 Actions mécaniques © Forces 
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О Actions mécaniques assimilables à des forces 


- Le poids d'un solide (force appliquée en son centre de gravité); 


- La force de pression (force équivalente à la résultante des pressions qui 
s'exercent sur une courbe/surface appliquée en son centre géométrique); 


- Force élastique (ex: force exercée par un ressort proportionnelle à son 


allongement); S 
v 
Q Une force est un glisseur : 8ሥ 
ኳ re. _. — > к” 
La force est complétement définie par un vecteur F et ип T 
/ (b) 


point P (en général point d'application de la force ). 
L] En statique, la force peut étre déplacée sur son 


support la droite (D) sans aucune incidence. 


L] Attention non applicable lors de l'établissement de ` uw 


l'équilibre en RdM. 


IMT Nord Europe Cadre indéformable Cadre déformable 
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минаны Calcul de statique Calcul de RDM 
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4.3 Torseur d'une force 
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Q Identification d'une force par un torseur: 
L'A.M que crée une force F appliquée en un point P d'un corps est équivalente 
à L'A.M que crée la méme force F appliquée en tout autre point A de ce méme 
corps, à laquelle on ajoute le moment généré par cette force F au point A. 


О On modélise de facon générale une force à l'aide d'un torseur : on l'exprime 
avec 2 vecteurs: le vecteur force, et le vecteur du moment de cette force calculé 
en un point A (si A est le point d'application de la force M, = 0) 


S B. L 
AUT ï > } = = xS АТ, > = Ру М 
1 2 MAF +2) E, N 

À Œ y Z) 


Q Transport d'un torseur : Définir en un point B, l'incidence d'une force (torseur) 
exercée initialement en un point A 


MF .. 2) = M4(F S2) FBANF isz 


Fi ፦ Résultante: invariante 


T = —,— 
8171 - 2] МЫ, N 2] <— Moment: dépend du point B 
B 
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4.5 Chargement actif et Chargement réactif (passif) 
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Le chargement qui s'exerce sur une structure se décompose en : 


Q Eléments de chargement actif 


= [5 s'expriment sous la forme de forces, moments, charges linéiques, ou 
charges à distance (telles le poids, les forces électrostatiques). 


= [5 peuvent s'appliquer directement sur la structure ou par l'intermédiaire des 
liaisons qui relient la structure à son environnement. 

። [[5 correspondent aux données d'entrée connues du problème. 

Q Eléments de chargement réactif (passif) 

። ` Ils sont appliqués à la structure à travers les liaisons qui relient la structure à 


son environnement, ils "s'adaptent" au chargement actif. 


" ce sont les inconnues du problème. 
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4. RAPPELS DE STATIQUE 


4.7 Quelques règles pour faciliter les calculs 
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Quelques rappels de régles pour faciliter les calculs : 


Equilibre des moments 


*Pour un système en équilibre statique, si le moment des forces est nul par rapport à un point 


A, ce moment sera nul par rapport à tout autre point de l'espace. Donc le choix du point par 
rapport auquel on calcule le moment est libre. 


* Le choix de ce point est guidé par la simplicité des relations obtenues. 


Remplacement charges réparties par charge concentrée 
Dans ce cas d'une étude statique (et seulement pour l'étude statique), toutes charges réparties, 


peuvent étre remplacées par sa résultante appliquée au centre de gravité du diagramme de 
répartition de la charge. 
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4.7 Quelques règles pour faciliter les calculs 
Remplacement charges réparties par charge F concentrée 
Quelques cas de chargement 
2(b—a) a+2b (b—a) 2a+b Ya X b 
ANE "n È ፒቲ ታ..... ንት ን 
ሃል P(x) Y^ P(x) 


- Уа + 2Yb a жалы, 
РМ P poe 2 
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4. RAPPELS DE STATIQUE 
4.7 Quelques régles pour faciliter les calculs 


Exemple 1 : Une poutre AB de longueur | 
supporte une charge uniformément 
répartie p sur toute sa longueur, et repose 
sur deux appuis simples. 

Déterminer les réactions d'appui en A et B. 


Ya pL 
Ux à 
+ а | 
Solution: 
Projection des forces sur Ax : 0-0 
Projection des forces sur Ay : Ya ተ ўв ፦ pl = 0 
l 
PFS 
Projection des moments en А sur Az 1 + | х(—р)ах = 0 
pl 0 
Ya = — 
a 2 
_ pi 


Paar 5-5 
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4. RAPPELS DE STATIQUE 


4.7 Quelques règles pour faciliter les calculs 
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г 


Quelques rappels de régles pour faciliter les calculs : 


Si un solide est en équilibre sous l'action de: 
deux forces, F1 , FZ , ces forces ont la méme 


ligne d'action, ont deux sens opposés et ont une 


méme intensité . 


Si un solide est en équilibre sous l'action de: 


trois forces, F1 , F2 , F3, non paralleles, les 
lignes d'action de ces forces se coupent en un 


méme point, leur somme vectorielle est nulle. 
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4.4 Traduction du PFS à l'aide des Torseurs 
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О Rappel : hypothèse 4 de Іа Вам « action statique des forces » 


Les chargements extérieurs sont considérés s'appliquer de facon lente, continue 
et progressive et ceci depuis une valeur nulle jusqu'à leurs intensités maximales. 
(La poutre reste en équilibre quasi statique) 

On peut donc appliquer le principe fondamental de la statique (PFS) pour étudier 
l'équilibre de la structure, et déterminer les forces et les moments extérieurs qui 

s'appliquent à la structure. 
L'équilibre du systéme se traduit par le Principe Fondamental de la Statique : 


inu 
H torseur des actions extérieures» = « torseur nul » 
i=1 

i-n X; Li 0 0 

A М 00 065,2 


"Gaz 
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4.6 Equations d'équilibre du PFS (problémes plans) 


Étant donnée la nature plane des problémes à résoudre, l'équilibre du systeme 
étudié isolé se réduit à un systéme de trois équations, extraites de l'équation 
torsorielle générale du PFS: 


« torseurs Chgt actif»--« torseurs Chgt réactif» = « torseur nul » 


Dans repère global (xg yo, Zo) 


Y X (proj/x) 
ї=1 


izn (X, 0 ј=т (X; 0 0 0 i=n 
Y; 0 + Y, 0 = lo 1 e X Y Groj/Y) 
=1 (0 Ni ici (0 N; 0 0 pm 
"o “%%ጩ ' 0 77 (жс yo, zo) p 
Chgt actif Chgt réactif H N; (Mt(0)/Z) 
Chargement Réactions de i-1 
extérieur connu Liaisons du problèmes plans 
qui s'applique sur systéme isolé qui 


457° système isolé SM лана. 3 équations d'équilibre 
ዘደ) 
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4.7 Quelques règles pour faciliter les calculs 
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Quelques rappels de régles pour faciliter les calculs : 

Systeme isostatique / Système hyperstatique: 

Lorsque le probléme de statique à résoudre est yi X. (proj/X) 

plan, l'équilibre du systéme se réduit à un systéme Yi=" y. (proj/Y) 

de trois équations, extraites de l'équation torsorielle ን 

générale (PFS).. o \2т=1 № (Mt(0)/Z) 


La Résolution du probléme statique dépend du nombre d'inconnues introduites 
par les réactions de liaisons : 

- moins de 3 inconnues: le probléme est dit hypostatique. L'équilibre statique est 
en général impossible, sauf si les forces connues satisfont à certaines conditions. 

— 8 inconnues : le probléme est dit isostatique ou statiquement défini. 

— plus de 3 inconnues : le probléme est dit hyperstatique, il est mathématiquement 
indéterminé. Pour pouvoir étre résolu, il faut autant d'équations supplémentaires qu'il 
ya d'inconnues surabondantes (>3). L'étude des déformations permet d'écrire les 
équations manquantes, ce qui lévera l'indétermination. 


L'étude de l'isostatisme des mécanismes fait l'objet d'études 
École Mrs 8 plus poussées. 
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5. Équations d'équilibre en RdM m 


5.1 Démarche de résolution d'un probléme de RdM 


l. Schématisation П. Résolution du problème (statique) 


Ill. Dimensionnement 


3. Méthode des coupures (Sections) 
(Géométrie de la poutre/Matériau) 


3. Eléments de réduction / cohésion 
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5. Équations d'équilibre en RdM 
5.2 Equilibre d'une poutre 


Soient: 
" Une poutre de fibre moyenne (g) en 
équilibre statique sous l'action des 


forces extérieures E, Fa; Ез et p(s). 


" G le centre d'inertie d'une section 


droite S de la poutre. 


=> Par application du Principe Fondamental de la Statique (P.F.S) au point G: 


= Effort normal: projection / (G, X) 
Fax + Fax + Fax + Р, = 0 


F 0 0 енот Effort tranchant: projection / (G, y 
ለ998) _ | E = lo 0 => ort tranchant: projection / (G, y) 
G G 


С Мех 0 Олут) Fiy + Fay + Езу + Р = 0 
PAT = Moment flexion: rotation / (G, Z) 


IMT Nord Europe M— + M— + M— + M ን 
IMT. Université de Lile F1/G F2/G F3/G P/G 


5. Équations d'équilibre en RdM = 


5.3 Notion de coupe fictive (troncons) 


Pour évaluer la résistance de la poutre aux efforts extérieurs F4, il faut connaitre la 
répartition des efforts intérieurs (dans le matériau). 
s Soit une coupe fictive selon une section de la poutre de centre G situé sur fibre 
moyenne (g) et d'abscisse curviligne (s) 
" La poutre est ainsi décomposée en deux tronçons: 
e Un tronçon dit le tronçon de gauche (noté "g") , défini par la partie СО; 


e Un tronçon dit le tronçon de droite (noté "d "ገ , défini par la partie GG, 


64(5)) 
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5. Équations d'équilibre en RdM "m 
5.4 Torseur des éléments de réduction/ Torseur des éléments de cohésion 


Par convention (dans le cadre de ce cours): Go(So) 
Le Torseur des éléments de réduction {7/0} 


caractérise le bilan des forces extérieures 

appliquées au troncon de gauche (résolu au 

centre G de la section "coupée". | s'exprime par: Ce Ze 

- R Faur N.xg; + Ty. Yc + Ta. 2с 

[Felg= cras = Wi: Li, lu 22 + MY. FÉ + Moi Ze 
(06:76:26) 6 Mg G M i G ሂጀ ርዕ у. YG Z'^(r 


— => => 


dans le repère (xç; ус; 2с) de la section "coupée". 


= Le Torseur des éléments de cohésion ç{T 4 / в) caractérise le bilan des actions 
appliquées par le troncon de droite sur le troncon de gauche (résolu au centre G 


-- 


de la section "coupée"). 6,(5.) \ yz 
። 0) ካ - ТА 
(d/a) 
ር - raue G(s) 
6! а/д) — a. M . . .: - ነ?. ---፦- መው 
“(4 
с;Ус;26) "x 
AM ` — —  — H z y — 2 Кас) 
ewet dans le repère (хс; Ус; 2с) de la section coupée ጋሪ 


5. Équations d'équilibre en RdM AE 


5.4 Torseur des éléments de réduction/ Torseur des éléments de cohésion 


и Étude de l'équilibre de la poutre: 


// p(s) 


= Application du RES au point G: 


AT Fext/9) + AT Fext/d} ፦ (0) 
Gas, 


CHE - Ака) 


О Étude de l'équilibre du Troncon gauche : * Application du P.F.S au point G 


Go(So) M 


AT Fext/93 + GLT ауа) m (0) ሀ 


Principe de l'Action / Réaction : 


Tag) = — ATga} ወ 


Torseur des 


UT rug) = T ja) = — (T ag) | éléments de 
cohésion (droite) 


Torseur des 


PI éléments de 


IMT Nord Europ: 
École Mines-Télé 
IT-Université de Li 


“sm réduction (gauche) 


5. Équations d'équilibre en RdM A 


5.5 Composantes d'un torseur des éléments de réduction 


= La détermination des éléments de réduction consiste à déterminer les 


composantes du torseur AT кый! en chaque point G le long de la fibre moyenne de 
la poutre exprimé dans le repère local (С, xc, ус, 2с) de la section. 


poo q= xl | ሽ ዝተ ተ 1. ^ re 
(аа) = bei" MS AM yc +M SI |2 y 
G IM agit G x' ^ G y: YG 26 G Tz Му). 


G (XG:YG:ZG) 


" Dans le cadre d'un probléme 3D (cas plus général que les problèmes plans), les 
composantes du torseur {Лу} désignent: 


Go(So) 


N: effort normal (à la section S) suivant (G, xç) 
y Ту: effort tranchant suivant (G, yc) 


M. Ñ x; Tz: effort tranchant suivant (G, 2с) 


M,: moment de torsion autour (G, xç) 


: My: moment fléchissant autour (G, ус) 
4. ክሪ M,: moment fléchissant autour (G, 2с) 
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5. Équations d'équilibre en RdM 
5.6 Torseur des éléments de réduction/ sollicitations simples 
Go(So) 


47 


፻.... እ Mx 

t NM 7 — 
(Text/g} = m Ty My : dir 
S M 


GME Mr) 


G (XG;yG;ZG) 


' 2 
" Selon les valeurs prises par la résultante et le moment du torseur des éléments de 
réduction, on identifie les différentes sollicitations simples auxquelles les poutres sont 


Eléments 
de réduction 
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5. Équations d'équilibre en RdM Tm 


5.7 Torseur des éléments de réduction/ flexion 


Q Dans la partie 3 nous étudierons les types de flexions dont les torseurs des 


éléments de réductions correspondent aux cas suivants: 


Flexion pure plane Flexion simple 


dans le 
repére 

(XG; YG; ZG) 
de la section 
coupée 


BKS 


Exemple 
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5. Équations d'équilibre en RdM A 


Application directe: Exemple 1 


Q Application directe: Exemple 1 
Une poutre AD de longueur L est soudée à une structure au point A. La poutre est 
soumise à une force de 5 kN à une distance L/2 du point A et à une rotation suivant 
son sa plus longue dimension sous l'effet du moment M de 4 kN.m appliqué à son 


extrémité au point D. 5 kN 


1) Déterminer les éléments de réduction au point B situé à une distance L/3 du point A. 


2) Déterminer les éléments de réduction tout au long de la poutre AD. 
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5. Équations d'équilibre en RdM SR 


Application directe: Exemple 1 


L] Résolution: 
= Détermination des réactions: 


i Schématisation . . Application du PFS 
1) Représentation fibre moyenne 


2) Repère 

3) Sens positif 

4) Les liaisons 

5) Les forces de réaction 
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5. Équations d'équilibre en RdM 


Application directe: Exemple 1 


Eléments de réduction en B 
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5. Équations d'équilibre en RdM 
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Application directe: Exemple 1 


2) Déterminer les éléments de réduction tout au long de la poutre AD. 


V há 
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5. Équations d'équilibre en RdM m 


Application directe: Exemple 2 
Q Application directe: Exemple 2 


Une poutre droite, de longueur L et reposant sur deux appuis simples en G, et G4, est 


soumise à une charge uniformément répartie de taux p. 


Question: Calculer les éléments de réduction. 
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5. Équations d'équilibre en RdM ET 


Application directe: Exemple 2 


Démarche de résolution: 


1) Schématisation: 
a. Définir le repère de travail 
b. Définir le sens positif des moments 


c. Représentation des forces de réaction et des moments au niveau des 


liaisons. 
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5. Équations d'équilibre en RdM 


Application directe: Exemple 2 


2) Résolution du probléme statique: 
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5. Équations d'équilibre en RdM s 


Application directe: Exemple 2 


2) Détermination des éléments de réduction: 


y 
Ryo Ву; 
р 
Go Di x 
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5. Équations d'équilibre en RdM 


Application directe: Exemple 2 


Tracé des Diagrammes des éléments de réduction: 


О Diagramme de l'effort tranchant: 


О Diagramme du moment de flexion: 
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5. Équations d'équilibre en RdM E 


Tracé des diagrammes : (cas de la flexio ), 
Aide aux tracés : (Elts de réduction) 


Une poutre sur 2 appuis 


À Go а - b G; 4 
2 SS 
О Conséquences de la règle : = Т yx) M y — M ረ) -| Ty (x)dx 
X1 
Pente E | courbe Aire sous la courbe 
de moment a*(L-b) de l'effort tranchant 
Уо yi Yo P > yi 


P(L — a — b) (o CH _ P((L — a)? – b?) 
ССС 
P(L — a — b) (a=) P((L — b)? — a?) 


L 
6:1 Une poutre sur 2 appuis supporte souvent un 
chargement qui sera une combinaison de ces 3 
chargements élémentaires considérés unitaires (F=1, 
P=1, M=1) 


Ү = 


Q Les tracés seront une superposition de ceux 
IMT Nord Europe L réalisés pour chaque chargement 
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5. Équations d'équilibre en RdM тА 


Tracé des diagrammes : (cas de la flexion) 


і Асу : à i y " "ENS 
Aide aux tracés : (Elts de réduction) | outre encastrée en une extrémité 


Е бб ske | እ 
k L ы 
ðM ic 
О Conséquences de la règle : : ርመ —Ту(х) M,(x>) = М„(х,) — | Ty (x)dx 
X X1 
Pente de la courbe Aire sous la courbe 


de l'effort tranchant 


de moment 


Ү = P(L — a — b) 


a+L-b 

Mz, = P(L— a — b) (=) 

Q Une poutre encastrée en une extrémité supporte 

souvent un chargement qui sera une combinaison de 

ces 3 chargements élémentaires considérés unitaires 
(F=1, Pz1, M=1) 


ፖጌሪ መማ Q Les tracés seront une superposition de ceux réalisés 


ple pour chaque chargement 
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Intervenant: 


AU: 2022-2023 


. NOTION DE CONTRAINTE 
2. NOTION DE DÉFORMATION 


3. CARACTÉRISATION MÉCANIQUE 
D'UN MATÉRIAU 


4. LOI DE COMPORTEMENT 
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1 NOTION DE CONTRAINTES 
1.2 Vecteur contrainte: Définition 


" Soit le solide S; et soit un point M localisé sur la surface Q, 


" On identifie autour du point M une facette élémentaire dQ de vecteur normal sortant 
(au point Min (7 est le vecteur caractéristique de la surface) 


dFy Si on choisit Wall = 1 
alors т est unique 


Discrétisation 


dFy: Force élémentaire Facette élémentaire dQ 


Q Définition: le vecteur contrainte (on le note T(M, n)) au point M de la surface dO 


de normale sortante n est donné par: On санына 
2 TMD 
P. 
p M 
ራ-ተ-=ርጊ t dQ--() 
b ` T HT à 
AM u^ 
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1 NOTION DE CONTRAINTES 4 
1.8 Fiche récapitulative 


Vecteur contrainte Contrainte normale Contrainte de cisaillement 


TOM) aM IL eru 900,7) — i T(M, ri) т(М, т) = |ТОМ, m) лп | 


Etat de contraintes 


Vecteur contrainte 
O11 O12 013 


am lea 022 023 


| Т(М,п) = o(M) re | = 1 
931 932 Өсе) 


n3 


8 Dit 
TOM, ej) = |92: 


O3i 


Etat de contraintes principales 


Or 0 0 
ыз o(M)=|0 ou 0 Changement де repére 
INT Nord Europe 0 0 om 


ው ው ~ R2 = R1 
(P1,P2,P3) O рә = ‘Тру X Ору X KH 


2 NOTION DE DÉFORMATION 
2.5 Matrice de déformation : propriétés 
Etudions la matrice : € 
E11 “12. “13 
£g =|°21 E22 €23 
51. C Tlse) 
" Mathématiquement la matrice de déformation se comporte de la méme maniére 


que la matrice de contraintes. 


= Elle est symétrique, diagonalisable, on peut la changer de repère. 


" Le repère principal est identique pour la matrice de déformation et de contrainte 
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3. CARACTÉRISATION MÉCANIQUE D'UN MATÉRIAU 
3.3 Essai de traction : courbe conventionnelle de traction 


Enregistrement des capteurs de force et d'extensométrie : 
Force , Allongement AL 


Tracé de la force unitaire de traction en fonction de l'allongement pourcent 
R(MPa) RzF/S, Allongement AL (mm) 


RzF/S, Force unitaire de 
traction (MPa) 


Trois zones de comportement: 
Zone élastique (OA) 
-  Allongement linéaire réparti : 
déformation totalement réversible. 
(Zone de déformation plastique AD) 
AL x 100 Zone d'écrouissage (AC) 
Lo - Allongement non linéaire réparti : 
O О’ déformation partiellement irréversible 
courbe conventionnelle de traction (79) (élastique«plastique) 
(parfois palier d'écoulement plastique AB) 
(O'G) : en cours d'essai si la force Zone de striction (CD) 
est annulée, on observe un retour -  Allongement localisé au niveau d'une 
4 nd élastique du matériau (réversible) section droite qui diminue jusqu'à 


IMT Nord Europe 


Ecole Mi -Télé t 
eege ee, rupture. 


4. LOI DE COMPORTEMENT 
4.2 Loi de comportement : Loi généralisée 


Loi de Hooke généralisée c. LO tv) 


d 
(Repère quelconque) J E SES E (011 ት 022 + 33757 


Inversion de la loi de Hooke généralisée inversée 
(Repère quelconque) 


E Ev 
O; ;=— E; + (E11 E23 HE23 )Ô; ; 
J  1+v H ` (1+v)(1-2v) ( 311 7 ረ 33) 1] 


Que l'on pose aussi  O;;=2UE;; +À(E11 Të: t£33)Ójj 
Grandeurs caractéristiques des matériaux ሚሙ: 
(1-v)(1-2v) 
И, À coefficients de Lamé 


ረ 
E Module de YOUNG 2(1+v) 
À 
V Coefficient de Poisson y=_Á_ Á 
2(А+и) 
HU | Module de COULOMB ጅ 3À+2u 
= Ш 


ይተሏ 
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E RÉSOLUTION D'UN PROBLÈME DE RdM 


Schématisation 

= Hypothèses de la RAM 

ETAPE 2 : RÉSOLUTION PROBLÈME STATIQUE 
" Principe fondamental de la statique (PFS) 

። Liaisons 

ETAPE 3 : DIMENSIONNEMENT 

Eléments de réduction 

* Équations d'équilibre en RdM 

" Equations d'équilibre d'une section 


| COMPLÉMENT DE COURS: 
ENT  CONPLEMENTDE COURS: 


IMT Nord Europe 
École Mines- 
IMT-Université de Lille 


" Propriétés de sections 


2. Démarche de résolution d'un probléme de RdM 9 


О Comment vérifier les critères usuels pour les poutres ? 


Scénario: « Soit une automobile de 1200 Kg qui se déplace sur un pont de 30 m de 
longueur et 20 tonnes de masse (figure 1). Le véhicule s'arrete brusquement à 10 m du 


point B» 


Q Probléme de RdM О La résolution par la Вам se fait en trois étapes 


L Etape 1: la schématisation 


Le pont risque t'il de fléchir 
sous l'action du poids du 
vehicle ? Composant (poutre ?) 
Schématisation 


Liaisons/sollicitations 
Hypothèses de la RAM 


Il. Etape 2: Résolution du problème statique : 
recherche actions "passives" 


T UT Ill. Etape 3: Dimensionnement 
E= ከረረ ን ን መ SH maus 


Vérification de critéres en 


EMA contrainte ou en 


[MT MENA Europe déformation 


ር é 
IMT-Université de Lille 


Ry, 


figure 1 


Ry, 


2. DÉMARCHE DE RÉSOLUTION D'UN PROBLÈME DE RdM 


10 
L] 2.1 Etapes de résolution d'un probléme de RdM 


Schématisation Il. Résolution du probléme statique 
. Composant (poutre ?) Principe fondamental de la statique (PFS) 
. Schématisation 1. Chargements actifs 


| 

1 

2 

3. Liaisons/sollicitations 2. Réactions d'appuis (Actions passives) 
4. Hypothèses de la RdM Système isostatique/hyperstatique 


Ill. Dimensionnement / Ivérification: 


3. Méthode des coupures (Sections) 


Est-ce que la structure et/ou (Géométrie de la poutre/Matériau) 


le composant vérifie le critére 


i 
І i 
| | 
| 
2 1 4. Eléments de réduction E 
| 4 | a l'E IE 
(Contrainte/Déformations) ^ Ф E 
ï 
6 1 | 5. Contraintes 5. Déformations | ፤ 5 
ፎ ፤ 0ህ , e 
i critèfe de critère de 
A RETENIR - résistance comportement 
| | 
ሃራም ] Critère de Critère de [ ! 


limite d'élasticité déformation 
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2. SCHÉMATISATION D'UN PROBLÈME DE RdM 11 
2. 2 Géométrie du composant 
Q Géométrie (Hypothèse 1 de la Вам) 
" Les composants étudiés еп Вам sont des poutres. 
= Par définition, 
* Une poutre est engendrée par une surface plane S nommée section droite 
dont le centre d'inertie (ou barycentre) G parcourt une courbe continue g 
appelée fibre moyenne; 
* La section droite (S) reste perpendiculaire à la fibre moyenne g; 


* Toute courbe paralléle à la courbe moyenne g est appelée fibre; 
Section droite (S) 


A RETENIR 


V Ad 
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2. SCHÉMATISATION D'UN PROBLÈME DE RdM 
2.2 Géométrie du composant 
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О Critères géométriques d’une poutre: 
* La longueur L de la fibre moyenne doit être suffisamment grande devant la 
plus grande dimension h de la section droite (S): 
5h < L< 30h 
e Le rayon de courbure R en tout point de g de la fibre moyenne doit vérifier: 


R > 20h 


* Les variations de forme et de dimensions de la section (S) le long de la 
fibre moyenne g doivent être progressives (pas de variation brusque de la 
section); 


IMT Nord Europe 
École Mines-Télécom 
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2. SCHÉMATISATION D'UN PROBLÈME DE RdM 


2.3.2 Liaisons et sollicitations 
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= Chaque liaison d'un solide So avec un solide S4 est caractérisée par deux torseurs: 


L] Torseur cinématique : 
Il traduit la vitesse relative du solide S, par rapport à un autre solide S, 


GH = Gy. X t Wy: y + 07. Z wy WV, 
{Vs2s1} - =- " m " = Фу Уу Avec 
9 Vos, = Vy. x + Vy. Y+. 02 W ጄ%)].... | 
. ч ous or" “ርጋል 
. ` 1 Q — 
Qs; ls, vecteur vitesse de rotation А Vos / 


EM 1 
Vo,s; A : vecteur vitesse du point O appartenant au solide 5, par rapport au solide S, 
1 


Q Torseur statique (Torseur de liaison): 
I| traduit les efforts et moments transmissibles d'un solide S, à un autre solide S4. 


Fs, =X.X+Y.Y+Z.Z x L 
51 
{туз s1} = J= S К , = \Y M Avec, 
d A Vos, = L.X ተ+ 14. / - N.Z р № зя 
Е бў) 9 2 ' 
F : д Fs, Mos, 
PAT Fs, 7 Force exercée par S» sur 51. 7 7 


nn à Moss. . Moment au point О de S» sur Si. 
1 
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2. SCHÉMATISATION D'UN PROBLÈME DE RdM 
2.3.2 Liaisons et sollicitations 
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Ы Liaison encastrement = Représentation plane 


= Exemples 


ff 
Ce 
Poutres 6) 7 
soudées 
ei s Mouvements possibles (probléme 
(So) plan de normale z ) 
= V = 0 
До) = ss = 0 
Assemblage o Wz = 0 i 
par vissage 
" Torseur statique 
AT 
PAT oUses] = |f» " 
irre - M v 


IMT-Université de Lille 


2. SCHÉMATISATION D'UN PROBLÈME DE RdM 15 
2.3.2 Liaisons et sollicitations 


Ы Liaison appui simple (ou ponctuelle) 
"= Exemples: 


Pieds 
d'une table 


* Représentation plane 
Liaison ponctuelle de normale (O, y) 


FT) 


Ÿ АМ ъъ АМ 
" Mouvements possibles (probléme 
plan de normale z ) 


GC 
TG еу = 0 
ACE 
= Torseur statique 
Ry, —0 — 
o Uso/s1) = Ку E 
mum -  Mz=0} 3z 


О (A.S 


2. SCHÉMATISATION D'UN PROBLÈME DE RdM 
2.3.2 Liaisons et sollicitations 
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Q Liaison pivot = Représentation plane d'axe (О, 2) 


* Exemples (S) 


= Mouvements possibles (probléme 
plan de normale z ) 


Өх V, = 0 
Usos} Hey V, = 0 
Ja, ጃጁ 
" Torseur statique 
Domaine du génie civil: les ponts R, Ex 
ፈሪ oU so/siJ = 
IMT Nord Europe == M — 0 -$ =» zx 
un, О S (X,y,Z) 


4. RAPPELS DE STATIQUE 


4.5 Chargement actif et Chargement réactif (passif) 


17 


Le chargement qui s'exerce sur une structure se décompose еп: 


Q Eléments de chargement actif 


= [5 s'expriment sous la forme de forces, moments, charges linéiques, ou 
charges à distance (telles le poids, les forces électrostatiques). 


= [5 peuvent s'appliquer directement sur la structure ou par l'intermédiaire des 
liaisons qui relient la structure à son environnement. 

። [[5 correspondent aux données d'entrée connues du problème. 

Q Eléments de chargement réactif (passif) 

። ` Ils sont appliqués à la structure à travers les liaisons qui relient la structure à 


son environnement, ils "s'adaptent" au chargement actif. 


" ce sont les inconnues du problème. 


4 14 
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3. HYPOTHÈSES DE LA Вам 
3.3 Hypothèses de la RdM 
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Q Récapitulatif des hypothèses de la RdM 


Hypothèse 1 : 
Hypothèse 2 : 
Hypothèse 3 : 
Hypothése 4 : 
Hypothése 5 : 
Hypothése 6 : 
Hypothése 7: 
Hypothése 8 : 
Hypothése 9 : 
Hypothése 10 
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Hypothèse géométrique 5h<L<30h , R >20h 


courbure 


Homogénéité et isotropie des matériaux 


Comportement élastique linéaire 


Action statique des forces 


Conservation des dimensions initiales (détermination chargement) 


Hypothèse de Barré de Saint Venant “ሺ Deo 288 
Hypothèse de Navier Bernouilli 1፡.. 


Hypothèse de continuité des modèles г, f” continues 


Hypothése Barré de Saint Venant (flexion) 


: Probléme de Barré de Saint Venant 


4. RAPPELS DE STATIQUE 


4.1 Démarche de résolution d'un probléme de RdM 
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l. Schématisation ዘ. Résolution du probléme statique 


. Composant (poutre ?) 
. Schématisation 
. Liaisons/sollicitations 


Principe fondamental de la statique (PFS) 
1. Chargements actifs 


. Hypothéses de la RdM 2. Réactions d'appuis (Actions passives) 


Cette partie a pour objectif, 
. Méthode des coupures (Sections) 
- (Géométrie de la poutre/Matériau) 
calcul statique nécessaires i 


de rappeler les principes du 


. Eléments de réduction / cohésion 


s'applique à un élément . Contraintes GE: Déformations 


| | 
poutre. i | | 

| |  Critére de Critére de 
IMT Nord Europe limite d'élasticité déformation 


cole Mines 
IMT-Université de Lille 


à l'identification complète 


du chargement qui 


non vérifié 
non vérifié 


4. RAPPELS DE STATIQUE 


4.3 Torseur d'une force 
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Q Identification d'une force par un torseur: 

L'A.M que crée une force F appliquée en un point P d'un corps est équivalente à L'A.M 
que crée la méme force F appliquée en tout autre point A de ce méme corps, à 
laquelle on ajoute le moment généré par cette force F au point A. 


О On modélise de facon générale une force à l'aide d'un torseur : on l'exprime avec 2 
vecteurs: le vecteur force, et le vecteur du moment de cette force calculé en un point 
A (si A est le point d'application de la force M, = 0) 


S B. L 
471.5 } = Ei xS АТ, > = Ру М 
1 2 MAF +2) E, N 

À Œ y Z) 


Q Transport d'un torseur : Définir en un point B, l'incidence d'une force (torseur) 
exercée initialement en un point A 


MF .. 2) = M4(F S2) FBANF isz 


Fi ፦ Résultante: invariante 


T = —,— 
8171 - 2] МЫ, N 2] <— Moment: dépend du point B 
B 


IMT Nord Europe 
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4. RAPPELS DE STATIQUE 


21 
4.6 Equations d'équilibre du PFS (problémes plans) 


Étant donnée la nature plane des problémes à résoudre, l'équilibre du systeme 
étudié isolé se réduit à un systéme de trois équations, extraites de l'équation 
torsorielle générale du PFS: 


« torseurs Chgt actif»--« torseurs Chgt réactif» = « torseur nul » 


Dans repère global (xg yo, Zo) 


Y X (proj/x) 
ї=1 


izn (X, 0 ј=т (X; 0 0 0 i=n 
Y; 0 + Y, 0 = lo 1 e X Y Groj/Y) 
=1 (0 Ni ici (0 N; 0 0 pm 
"o “%%ጩ ' 0 77 (жс yo, zo) p 
Chgt actif Chgt réactif H N; (Mt(0)/Z) 
Chargement Réactions de i-1 
extérieur connu Liaisons du problèmes plans 
qui s'applique sur systéme isolé qui 


457° système isolé SM лана. 3 équations d'équilibre 
ዘደ) 
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4. RAPPELS DE STATIQUE 


4.7 Quelques règles pour faciliter les calculs 


22 


Quelques rappels de régles pour faciliter les calculs : 

Systeme isostatique / Système hyperstatique: 

Lorsque le probléme de statique à résoudre est yi X. (proj/X) 

plan, l'équilibre du systéme se réduit à un systéme Yi=" y. (proj/Y) 

de trois équations, extraites de l'équation torsorielle ን 

générale (PFS).. o \2т=1 № (Mt(0)/Z) 


La Résolution du probléme statique dépend du nombre d'inconnues introduites 
par les réactions de liaisons : 

- moins de 3 inconnues: le probléme est dit hypostatique. L'équilibre statique est 
en général impossible, sauf si les forces connues satisfont à certaines conditions. 

— 8 inconnues : le probléme est dit isostatique ou statiquement défini. 

— plus de 3 inconnues : le probléme est dit hyperstatique, il est mathématiquement 
indéterminé. Pour pouvoir étre résolu, il faut autant d'équations supplémentaires qu'il 
ya d'inconnues surabondantes (>3). L'étude des déformations permet d'écrire les 
équations manquantes, ce qui lévera l'indétermination. 


L'étude de l'isostatisme des mécanismes fait l'objet d'études 
École Mrs 8 plus poussées. 


IMT-Université de Lille 


5. Équations d'équilibre en RdM ES 


5.1 Démarche de résolution d'un probléme de RdM 


l. Schématisation П. Résolution du problème (statique) 


Ill. Dimensionnement 


3. Méthode des coupures (Sections) 
(Géométrie de la poutre/Matériau) 


3. Eléments de réduction / cohésion 
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5. Équations d'équilibre en RdM А 


5.3 Notion de coupe fictive (troncons) 


Pour évaluer la résistance de la poutre aux efforts extérieurs F4, il faut connaitre la 
répartition des efforts intérieurs (dans le matériau). 
= Soit une coupe fictive selon une section de la poutre de centre G situé sur fibre 
moyenne (g) et d'abscisse curviligne (s) 
" La poutre est ainsi décomposée en deux tronçons: 
e Un tronçon dit le tronçon de gauche (noté "g") , défini par la partie СО; 


e Un tronçon dit le tronçon de droite (noté "d "ገ , défini par la partie GG, 


64(5)) 


4 114 
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ww tronçon de gauche: "g troncon de droite: "d 
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5. Équations d'équilibre en RdM zs 
5.4 Torseur des éléments de réduction/ Torseur des éléments de cohésion 


Par convention (dans le cadre de ce cours): Go(So) 
Le Torseur des éléments de réduction {7/0} 


caractérise le bilan des forces extérieures 

appliquées au troncon de gauche (résolu au 

centre G de la section "coupée". | s'exprime par: Ce Ze 

- R Faur N.xg; + Ty. Yc + Ta. 2с 

[Felg= cras = Wi: Li, lu 22 + MY. FÉ + Moi Ze 
(06:76:26) 6 Mg G M i G ሂጀ ርዕ у. YG Z'^(r 


— => => 


dans le repère (xç; ус; 2с) de la section "coupée". 


= Le Torseur des éléments de cohésion ç{T 4 / в) caractérise le bilan des actions 
appliquées par le troncon de droite sur le troncon de gauche (résolu au centre G 


-- 


de la section "coupée"). 6,(5.) \ yz 
። 0) ካ - ТА 
(d/a) 
ር - raue G(s) 
6! а/д) — a. M . . .: - ነ?. ---፦- መው 
“(4 
с;Ус;26) "x 
AM ` — —  — H z y — 2 Кас) 
ewet dans le repère (хс; Ус; 2с) de la section coupée ጋሪ 


5. Équations d'équilibre en RdM ut 


5.4 Torseur des éléments de réduction/ Torseur des éléments de cohésion 


и Étude de l'équilibre de la poutre: 


// p(s) 


= Application du RES au point G: 


AT Fext/9) + AT Fext/d} ፦ (0) 
Gas, 


CHE - Ака) 


О Étude de l'équilibre du Troncon gauche : * Application du P.F.S au point G 


Go(So) M 


AT Fext/93 + GLT ауа) m (0) ሀ 


Principe de l'Action / Réaction : 


Tag) = — ATga} ወ 


Torseur des 


UT rug) = T ja) = — (T ag) | éléments de 
cohésion (droite) 


Torseur des 


PI éléments de 


IMT Nord Europ: 
École Mines-Télé 
IT-Université de Li 


“sm réduction (gauche) 


5. Équations d'équilibre en RdM SE 


5.5 Composantes d'un torseur des éléments de réduction 


= La détermination des éléments de réduction consiste à déterminer les 


composantes du torseur AT кый! en chaque point G le long de la fibre moyenne de 
la poutre exprimé dans le repère local (С, xc, ус, 2с) de la section. 


poo q= xl | ሽ ዝተ ተ 1. ^ re 
(аа) = bei" MS AM yc +M SI |2 y 
G IM agit G x' ^ G y: YG 26 G Tz Му). 


G (XG:YG:ZG) 


" Dans le cadre d'un probléme 3D (cas plus général que les problèmes plans), les 
composantes du torseur {Лу} désignent: 


Go(So) 


N: effort normal (à la section S) suivant (G, xç) 
y Ту: effort tranchant suivant (G, yc) 


M. Ñ x; Tz: effort tranchant suivant (G, 2с) 


M,: moment de torsion autour (G, xç) 


: My: moment fléchissant autour (G, ус) 
4. ክሪ M,: moment fléchissant autour (G, 2с) 


IMT Nord Europe 
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5. Équations d'équilibre en RdM 
5.6 Torseur des éléments de réduction/ sollicitations simples 
Go(So) 


28 


፻.... እ Mx 

t Mi ቼ — 
(Text/g} = m Ty My : dir 
S M 


GME Mr) 


G (XG;yG;ZG) 


' 2 
" Selon les valeurs prises par la résultante et le moment du torseur des éléments de 
réduction, on identifie les différentes sollicitations simples auxquelles les poutres sont 


Eléments 
de réduction 
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5. Équations d'équilibre en RdM E 


5.7 Torseur des éléments de réduction/ flexion 


Q Dans la partie 3 nous étudierons les types de flexions dont les torseurs des 


éléments de réductions correspondent aux cas suivants: 


Flexion pure plane Flexion simple 


dans le 
repére 

(XG; YG; ZG) 
de la section 
coupée 


BKS 


Exemple 


4 114 
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WOOCLAP 


SÉANCE 1 SÉANCE 2 


5. Équations d'équilibre en RdM = 


Application directe: Exemple 1 


Q Application directe: Exemple 1 
Une poutre AD de longueur L est soudée à une structure au point A. La poutre est 
soumise à une force de 5 kN à une distance L/2 du point A et à une rotation suivant 
son sa plus longue dimension sous l'effet du moment M de 4 kN.m appliqué à son 


extrémité au point D. 5 kN 


1) Déterminer les éléments de réduction au point B situé à une distance L/3 du point A. 


2) Déterminer les éléments de réduction tout au long de la poutre AD. 


4 114 
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5. Équations d'équilibre en RdM - 


Application directe: Exemple 1 


L] Résolution: 
= Détermination des réactions: 


i Schématisation . . Application du PFS 
1) Représentation fibre moyenne 


2) Repère 

3) Sens positif 

4) Les liaisons 

5) Les forces de réaction 


4 14 
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5. Équations d'équilibre en RdM 


Application directe: Exemple 1 


Eléments de réduction en B 
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5. Équations d'équilibre en RdM 


34 


Application directe: Exemple 1 


2) Déterminer les éléments de réduction tout au long de la poutre AD. 


V há 
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5. Équations d'équilibre en RdM 25 


Application directe: Exemple 2 
Q Application directe: Exemple 2 


Une poutre droite, de longueur L et reposant sur deux appuis simples en G, et G4, est 


soumise à une charge uniformément répartie de taux p. 


Question: Calculer les éléments de réduction. 


4 114 
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5. Équations d'équilibre en RdM ር 


Application directe: Exemple 2 


Démarche de résolution: 


1) Schématisation: 
a. Définir le repère de travail 
b. Définir le sens positif des moments 


c. Représentation des forces de réaction et des moments au niveau des 


liaisons. 


4 114 


IMT Nord Europe 
École Mines-Télécom 


IMT-Université de Lille 


5. Équations d'équilibre en RdM 


Application directe: Exemple 2 


2) Résolution du probléme statique: 
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5. Équations d'équilibre en RdM Ze 


Application directe: Exemple 2 


2) Détermination des éléments de réduction: 


y 
Ryo Ву; 
р 
Go Di x 
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5. Équations d'équilibre en RdM 


Application directe: Exemple 2 


Tracé des Diagrammes des éléments de réduction: 


О Diagramme de l'effort tranchant: 


О Diagramme du moment de flexion: 
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ION ET DÉMARCHE DE RÉSOLUTION 


chématisation d'un probléme de RdM 


Hypotheses de la RdM 


ЕТАРЕ 2: RÉSOLUTION PROBLEME STATIQUE, 
DETERMINER LES INCONNUES LIAISON 


ETAPE 3 : DIMENSIONNEMENT (EQUATIONS 
D'EQUILIBRE EN RdM) 


А SAVOIR : 
Equations d'équilibre d'une section 


Propriétés des sections 
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6. ÉQUATIONS D'ÉQUILIBRE DE SECTION Se 


6.1 Démarche générale de résolution d'un probléme de RdM 


l. Schématisation П. Résolution du probléme 


. Composant (poutre ?) 
. Schématisation 


Principe fondamental de la statique (PFS) 


. Liaisons/sollicitations 1. Спагдетепіѕ actifs ` ` | 
. Hypothèses de la RdM 2. Réactions d'appuis (Actions passives) 


Ill. Dimensionnement 


3. Méthode des coupures (Sections) 
(Géométrie de la poutre/Matériau) 


E E = E п 


5. Eléments de réduction/ cohésion 


5. Contraintes ES 


Critére de Critére de 
limite d'élasticité déformation 


non vérifié 
non vérifié 


pe————————————— | 


8 ч. „== «ш «шь «шь «шь «шь «шь «шь em em em em em em di 
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6. ÉQUATIONS D'ÉQUILIBRE DE SECTION 


6.1 Étude de l'équilibre d'une section 
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Si une poutre est en équilibre statique, toute partie de cette poutre est en 
équilibre . En particulier pour tout tronçon de gauche 


Ce tronçon de gauche est soumis aux actions des forces extérieures gauches 


የ Mg, = Сх + Муус + Mzzc 


aux actions des forces intérieures 
"actions du tronçon de droite sur le tronçon de 


gauche au niveau de la section (Q)" RU. 


Appliquons le PFS : 
0 0 
Giel ተ ЖЕРТ = 10 0 


TT. ^ De Ус 20) 
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6. ÉQUATIONS D'ÉQUILIBRE DE SECTION 


6.1 Étude de l'équilibre d'une section 


En chaque point M de la section (Q), on exprime les actions intérieures 
par un vecteur contrainte T(M, Xg) = оъхс ተ туус + tzZg . 


ዘ T(M,x;)dQ = [| (onXe + туус  Tzz;) dQ 


Ааа) = e ge 


| Gm лт(м,хао = ዘ” (onxe + туус + tzzc) dQ 
(Q) (Q) 
Application du PFS fournit 6 équations : 


0 0 
Дауа) + Дад) = lo 1 
ር 
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6. ÉQUATIONS D'ÉQUILIBRE DE SECTION m 


6.1 Étude de l'équilibre d'une section 


Ј Gm aTa хаа = J| Gm ^ Le + туус + T;z;) dO 
(Q) (Q) 0 
Les points G et M sont des points de la section > GM = ቨ 
Z ŒG YG ZG) 


0 On Y'Tz-_Z'*'Ty On = Oxcxg 
GM AT(M,xg;) = |y| ^ |7 | = Z ` On avec |፤ህ = бусхс 
Z Tz -y ` On Tz = Ozgxg 


N+ J| аа =0 c+ J| y t2-z:1,d0=0 
(2) (Q) 


Ахд) ተ Ла} = My ተ J| ъа E My + J| z+ on dü = 0 
(Q) (Q) 


T, + || таа = o M, - || y: o dn =0 
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6. ÉQUATIONS D'ÉQUILIBRE DE SECTION 


6.1 Étude de l'équilibre d'une section 
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N + || on dQ = o c+ || ym oris dn-o 
(0) (О) 


Ауа) ተ Aa} = My ተ J| ъа =0 М,+ Ј z-o dü = 0 
(0) (9) 


T, + || ran = о м, - || уо. dn =0 


О ሙቅ — ke 
G (0) SR (хс YG ZG) 
De ces équations, pour chaque sollicitation simple peuvent être extraites des 
grandeurs intrinsèques aux sections qui ne dépendent que de leur géométrie 
: les moments quadratiques 


Ces moments quadratiques, peuvent donc être calculés de façon indépendante, 
elles sont des propriétés géométriques des surfaces 


On peut les assimiler à une aptitude de la 
section à résister à la sollicitation 
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ION ET DÉMARCHE DE RÉSOLUTION 


chématisation d'un probléme de RdM 


Hypotheses de la RdM 


ЕТАРЕ 2: RÉSOLUTION PROBLEME STATIQUE, 
DETERMINER LES INCONNUES LIAISON 


ETAPE 3 : DIMENSIONNEMENT (EQUATIONS 
D'EQUILIBRE EN RdM) 


A SAVOIR : 
Equations d'équilibre d'une section 


Propriétés des sections 
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5. Équations d'équilibre en RdM 
5.6 Torseur des éléments de réduction/ sollicitations simples 
Go(So) 


48 


፻.... እ Mx 

t Mi ቼ — 
(Text/g} = m Ty My : dir 
S M 


GME Mr) 


G (XG;yG;ZG) 


' 2 
" Selon les valeurs prises par la résultante et le moment du torseur des éléments de 
réduction, on identifie les différentes sollicitations simples auxquelles les poutres sont 


Eléments 
de réduction 
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7. PROPRIÉTÉS DES SECTIONS 


49 
7.1 Moment quadratique d'une section 
Cas de la flexion simple (ou pure) : r 
Тур ዘ ту10 = 0 0 (ex: moment 
c ext/g) de UFint-(0)} = (2) de bs M; 
(Elts (Efforts é 6 iaxe 
Réduction): intérieurs): 0 M, — [| y ` о dQ = 0 


G (О) 
Hypothèse 9 : Hypothese Barré de Saint Venant (flexion) 
La contrainte normale en tout point M d'une section droite d'une poutre fléchie en flexion 
simple, est proportionnelle à la distance qui sépare le point M de l'axe neutre, axe qui 
passe par le centre d'inertie de la section. 


(dans le plan yz): axe de flexion z (dans le plan yz): axe de flexion y 


ŒG YG ZG) 


udi ‹ሙ.ሙ>ቅ g (y) = -ዜ ሃ mS Lus o (z) = k:z 


uin e Киш 
(0) (ዐ) 


A` nd Moment ` œ= | | y^ dQ œ = | B z^ dQ 
መ rope quadratique 
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7.2 Moment polaire d'une section 


Cas de la torsion pure (cas des poutres cylindriques) : 


0 м. + (|y t2-2.1,d0 =0 
BEST t UFint-(0)} B (Q) 
0 0 
(Elts (Efforts =c Lg 0 


Réduction): intérieurs): (XG Ус 26) 


Hypothèse 7 : Hypothèse de Navier Bernouilli 


Toute section plane avant déformation se transforme en une section plane aprés 
déformation. Toutes les sections (О) qui constituent la poutre restent perpendiculaires à la 
fibre moyenne aprés déformation. 


M, + ወ 
т.(7) = Кт (0) 


M, [| መ፦፤ 


(Q) 
M, = —k И T dQ= =k Ne y^ + z? dN 


vt 


IMT Nord Europe Section : abscisse x 
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_ 2 IN Іо Moment polaire 
1 = Sor dQ = Igz*lgy d'inertie 


7. PROPRIÉTÉS DES SECTIONS - 
7.3 Moment quadratique d'une section 
Généralisation 
Soit la section (S) et un axe A représentés dans un repère (0, X , y) 


On appelle moment quadratique (d'inertie) d'une 
section (S) par rapport l'axe A la quantité notée IA(S) 
définie par : 
I4(S) — [| dS 1,(5)>0 
(S) 


Quelques propriétés : 


l'axe À confondu avec (0, х ) alors 5 = у et: 1,,(S) = [| y* dS 


(S) 
l'axe A confondu avec (0,y ) alors ፅ =x et:  Io4(S) = [| х? dS 
S 
PAT Е 
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7. PROPRIÉTÉS DES SECTIONS E 


7.3 Moment quadratique d'une section 


Généralisation 


Théorème de Huygens : 


l'axe A; passe par le centre de gravité G de (S) 
l'axe A est paralléle à A; distant de d 


(5) = ፻4..(5) + d*S 


Rq : 14(S) > Ïa (S) 


Démonstration : 


T (S) = аа реи 


14(5) = 425 + | 62 dS ‚Дв 
(S) (S) Moment statique de (S) par rapport à ሳር = 0 


PAT IA, CS) 
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7. PROPRIÉTÉS DES SECTIONS Z 


7.6 Moment polaire d'une section 


Soit la section (S) et un point 0 représentés dans un repère (0, X , y) 


On appelle moment polaire quadratique (d'inertie) 
d'une section (S) par rapport à un point O la quantité 
notée I5 (S) définie par : 


(S) 


Quelques propriétés : 


168) = + loy(S) = | (x? + y2)ds 
(S) 


4 114 
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7. PROPRIÉTÉS DES SECTIONS E 


7.7 Moment statique d'une section 


On appelle moment statique de l'aire (S) par rapport 
à l'axe Ala quantité notée тл (5) définie par : 


(S) 


Quelques propriétés : 

l'axe A passe par l'origine du repère (0,X,y)  ma(sS) = Í ódS =0G:S 
(S) 

l'axe A confondu avec (0,x) alors 6 = y et: тл(5) = || у ፈ5 = ус 5 
(5) 

l'axe A confondu avec (0,y ) alors ፅ = х et: тл(5) = ዘ xus >= ዳሯ S 
(5) 


Si l'axe A passe par le centre de gravité de la section — m4(S) = 0 


IMT-Université de Lill 


7. PROPRIÉTÉS DES SECTIONS 


7.8 Moments quadratiques de sections simples 


Quelques exemples : 
Sections présentant 
des symétries 


371 bi by 
12 


12 

4 „4 3 fh. 3 
PAT bah MN Sca! ПО 2552-05-26) 
IMT Nord Europe 12 12 6 12 . 2 


nes 
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Partie 3: Sollicitations simples 


፤ Séance 4 
= Traction / compression 


* Cisaillement pur 01/03/2023 


PARTIE 3 


1 LA TRACTION / COMPRESSION 


PAT 
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1 LA TRACTION/COMPRESSION 


l. Schématisation П. Résolution du probléme 


Composant (poutre ?) 
Schématisation h 
Liaisons/sollicitations 1, chargements acile А А 

Hypothèses de la Вам 2. Réactions d'appuis (Actions passives) 


Principe fondamental de la statique (PFS) 


Ш. Dimensionnement 


3. Méthode des coupures (Sections) 
RADI апаи) 


(Géométrie de la poutre/Matériau 


4. Eléments de réduction 
5. Contraintes 5. Déformations 


critèfe de 


non vérifié 


non vérifié 


comportement 


Critére de 
déformation 


1 LA TRACTION/COMPRESSION 
1.1 Rappel: Sollicitations simples (Centre d'une section) 
= Expression générale d'un torseur des éléments de reduction: 
xui [e d See 
ы, = um = Ту My P 
G ext 


672 Mz (HG: Yc:Z6) 


G 
> Selon les valeurs de la résultante F,,. et du moment M,,. du torseur des éléments 
de réduction RUNDE on identifie les sollicitations simples auxquelles les 


poutres sont soumises: 
Sollicitations 


Éléments ቅ» T, ou Myou Ï 
de réduction ZUK M; 


=o | #0 | =0 | : | 6.ክጠጠጠ 
Cote |6| o| "መመ | 
| o || | መፎጩመ | 
о | ወ | 9 | * | reon sime | 


2. 


non vérifié 


1 LA TRACTION/COMPRESSION 
1.1 Rappel: Torseur des Elements de réduction (centre d'une section) 


1. Torseur des éléments de réduction 


Caractérisation de la traction pure 


N 0 
хуа} = 0 0 


60 Dez ys zo 


(X; Ye Ze) repère local de la section de la poutre 


Ty ou Т, | Мх Identification de la 
sollicitation 
ÁO N<0 Traction 
N>0 Compression 


1 LA TRACTION/COMPRESSION 


1.1 Rappel : contraintes / déformations (point matériel d'une section) 


Démarche générale de résolution d'un problème de RdM 


Ill. Dimensionnement Traction simple 


М 0 
2х0) = 0 0 
c 0 0 
0 0 
0 0 
0 01ውሯጅ 
5. Déformée (ет,е2,ез) 
E11, £22 , £33 JL 
ер Loi de Нооке généralisée 
critéte de 
comportement ቸሬ. በበ. ል. ብ. 


non vérifié 


Critére de 
déformation 


E33 


(ei,ez,e3) 
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1 LA TRACTION/COMPRESSION 
1.1 Rappel: Equilibre d'une section (Relations entre efforts externes au centre d'une 
section et états de contraintes à un point quelconque de la section) 


3. Équations d'équilibre dans le cas de la traction pure 


Composantes du torseur des éléments de réduction 
Ty ou T; | М Identification de la 
sollicitation 
Á0 №<0 Traction 
N>0 Compression 
Expression des équations d'équilibre de la section coupée 


N+ [=ወ-፤ IER 
(0) (9) 


IER UE 
(0) (0) 

Deel + cag) 

Ј == UE 


(n) ወ Gé yd zo 


rex уа} + crino) 


1 LA TRACTION/COMPRESSION 


1.2 Traction simple 
Lors de l'effort de traction uni-axial (selon direction е;), on vérifie : 


te оу 0 0 


0 0 0 Loi de Hooke généralisée 
ብ | 0 0 0 ሬ(1+ተሃ)ዐ[ _ ER ረ... 


E 


| reze) Du" 


E22 0 
0 


E33 | —— 
(ex,e2,e3) 


Ab; Ab. Ali 4. AL; 
lim — = € 
15. Li >= Li 1 


Dans la zone d'intérêt Lo, en tout point M, 

la transformation est homogène, les sections 
de la poutre restent planes donc тү, est 
constante 
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1 LA TRACTION/COMPRESSION 


1.3 Relation contrainte / déformation 


Equations d'équilibre (traction uni-axiale) 
Relation de la résultante du torseur d'équilibre : ет 
0 0 


-М Е 


0 d. (2) (0) 


Relation de moment du torseur d'équilibre résolu en G : ез 


|” /ዘሥ”።፡ 
(Q) 


(Q) 


GM ^ (0111) d = == 
=0 
|“ = 011 J| y an = 
(ዐ) (09) 

=0 
CTS 


Section reste plane Loi de Hooke uni-axiale Bilan traction 


(ey, ez, ex) et Gc Ya, Za) 


_ m Ga Ed 
sont identiques 044 = EE: uni-axiale 11 11 


622 = 533 = E GH 
Avec : 

E : module d'Young du matériau (ou module d'élasticité longitudinale) 

v : coefficient de Poisson du matériau 

N : effort normal (N=-F) 


7. PROPRIÉTÉS DES SECTIONS (RAPPEL) 


7.7 Moment statique d'une section (Rappel complément de cours séance 3) 


On appelle moment statique de l'aire (S) par rapport 
à l'axe Ala quantité notée тд (5) définie раг: 


(S) 
Quelques propriétés : 


Гахе A passe par l'origine du repère (0, X,y)  ma(S) = | 645 =0G:S 
($ 
l'axe À confondu avec (0,x ) alors ô = у et:  ma(S) = Í yas = ус · 5 


(S 
l'axe ^ confondu avec (0, y ) alors ô =x et: ma(S) = || zas = хс 
(5) 


EMS Si l'axe A passe par le centre de gravité de la section  ልር5)=0 


IMT Nord Europe 
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1.4 Relation: déformation (2,4) / allongement (AL) 


1. Cas de transformation homogène «1185! constant 


0 la transformation est homogéne 
522 0 tout au long de la poutre AL 
0 E33 (67,25,25) £11 == L => NL = E11 * Lo 
0 
2. Cas de la transformation hétérogène: 


Exemple 1: Poutre conique de Longueur initiale Lo 


Objectif 1: Determiner l'allongement AL de la poutre et le déplacement ug 7 

E  Varie en fonction de l'abscisse x le long de la poutre | repos 

(section variable). On isole un tronçon de longueur dx, Foie 

Situé entre les sections d'abscisse x et x*dx. Soit u(x) le ኒጋ።ሾ 

déplacement de la section d'abscisse x lors de la =“ 

transformation u(x) u(x 4 dx) 
u(x + dx) 2 u(x) + du(x) >D e (dx = du 


E u(x + dx) — u(x) R 75 
ኞች E11 (x) = = = = e S | E11 (X)dx = | du = u(Lo) — u(0) = AL 


IT Nord Eu du(x) _ du 


xen ፎቃ E11 (x) = ы а 


1 LA TRACTION/COMPRESSION 


12 
1.4 Relation: déformation (2,4) / allongement (AL) 


Cas de transformation hétérogéne: Exemple 1: Poutre conique de Longueur initiale Lo 
x x+ dx 


ҮТ Objectif 2: Determiner l'allongement AL de la poutre sous l'action de F ? 
ኒ] = D 
V 611 (0) = — 2 
Foie \ Loi de Hooke Sx) =} E11 (x) = 
ver | uni-axiale 014 = E&4 


E-SQ) 


£32 = €33 = VE 
u(x) u(x + dx) 


E11 (x)dx = du ө 


F Lo Lo 
————dx-du = AL = du = | E11 (x)dx 


Lo Е F flo 1 F flo 1 
= at = f Qt" E), sat ^ zx], rri 


L 2 
rat Е 2 L 

T(X) = ፲ክ x s “መቅ AL = — -_ "T 
0 
g (Loro + #(7, = ro)) 
Changement de variable: 


mr, E 
Lor 
у(х) = Lo *r() E Za? 
=> Al = 
yx) = Loro + zz, — ro) т.Е 


dy = (rL, — ro)dx 


"መ 
мт 


ах 


ау 


Loro y (n, = To) 
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1.4 Relation déformation/allongement 


Cas de transformation hétérogène : Exemple 2 poutre de section constante 
Longueur initiale Lo charge variable 


F(x} Déterminer l'allongement AL de la poutre sous l'action de son poids propre 7 
dx 


F(x) 
(ce dx) O11(X) = —— F(x) 
41. de 
Loi de Hooke 5 => E11 (x) к= 
- uni-axiale 011 = Ё&1\ 
18 ©22 = €33 = VE 


F(x) Lo Lo 
E11 (x)dx = du ө Е.с 4% = аи => ЛІ = du = | є\1(х)ах 
á 0 0 


ESS 


Lo F 1 
ሙ a-[ 9 Р(х) = pgS(Lo — x) 


0 
Lo 
x? 
[.። == ሙ= 
2 0 


D SL, Lg  Poidspoutre L Poids poutre Lg 
pg ^o  D92^o Lo _ D 20 መ NE 0 


2 2 SE 2 
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1.5 Dimensionnement 


Critère de dimensionnement 


Pour le dimensionner la poutre on peut utiliser deux types de critères : 
— un critère en contrainte 
— un critère en déplacement 


> Critère de résistance А Critère de D 
limite d'élasticité 


Rp avec S = Sin: Se. Sf ?1 
5 


А Critére de 
» Critére de comportement déformation 


Le déplacement en un point P de la poutre ne doit pas excéder 
une valeur maximale 


011 € Ou = 
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1 LA TRACTION/COMPRESSION 
1.6 Concentration de contraintes en traction simple 


Phénoméne de concentration de contraintes 


Variation importante de Section : 


On observe sous chargement constant, un phénoméne de concentration de 
contraintes au voisinage des discontinuités géométriques. 


Ex: entaille/perçage photoélasticité 


Effort de traction croissant 
= 


4.1 LA TRACTION/COMPRESSION 
4.1.8 Concentration de contraintes en traction simple 


Dimensionnement : 


On détermine à partir d'abaques, un coefficient de concentration de contrainte Kt 
(Il dépend de la perturbation géométrique et du type de sollicitation) 


-ፆ ወ 


On détermine Snom = — avec $ 
la plus petite section `f 


On vérifie KtOnom < би 


Q Exemple : Concentration de contraintes 
(coude / entaille) 
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1.7 La compression simple 
Compression uni axiale 


Les résultats établis pour la traction sont transposables à la compression simple 


+ Traction | - Compression 


Rm Sous certaines conditions : 


» adaptations de signes : 
Loi de Hooke: 041 — E81 011 < O et E41 «0 


libre 


5 
Ое= Oé 


» restrictions sur la forme des piéces : 


Phénomène de flambement : 
A 4 En compression , pour une piéce longue, une 
dans le cas d'un essai de compression la Е MAUS х . . 
courbe peut être représentée inversée / instabilité peut se produire, qui entraine une 
celle d'un essai de traction (cas de la figure) flexion brutale de la poutre. Si la charge est 


maintenue , elle peut amener à la rupture 
73777877 


Dimensionnement : Fixe 
- on s'assure que l'effort de compression reste inférieur à la charge critique de 
flambement (abordé en M1) (cf. théorie d'Euler) 


Д 
articulé 


Oer 
- Si absence de risque de flambement : on vérifiera 044 < Ou, = p 
5 


(Cer = |о„|соп{гаїгїе utile en compression) 
S' coefficient de sécurité 
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1.7 La compression simple 


Dans le cas de la caractérisation d'un matériau à la compression, ( ex: Béton cas du génie 
civil), il est d'usage de caractériser déformations et contraintes à partir de leur valeur absolue, 
la confusion n'étant plus possible. 


don 
ei 


En considérant 044 > [9111 011 = E&11 
a £11 ` [511] Боо 233. VET 
(Cas du génie civil) F 


OT 


Avec : 

E : module d'Young du matériau (ou module d'élasticité longitudinale) 
v : coefficient de Poisson du matériau 

N : effort normal (N=||F||) (éléments de réduction) 


Figure 8: Uniaxial compressive strength test of the pellets. 
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1.8 A RETENIR 


Torseur des éléments de réduction 


N 0 
ይ” fo 0 
ር50 0 


Etat de contrainte 


о 0 0 
DÉI 0 0 


0 0 d (መ) 


(Кє Ус 26) 
Etat de déformation 
&4 0 0 
0 2, 0 
0 0 кє E 
33 1(аг езе) 
Lo Lo 


transformation est hétérogéne AJ, — | £j4(x)dx = йи 
0 0 


Bilan Loi de OT] = 5 
Нооке => = 
Е 011 = Ёғ 
uni-axiale E22 = £33 = VEL 


transformation est homogéne AL = £14 S Lg 
Critère de dimensionnement 
R 
> Critère de résistance X XE oisi 82 > 1.5 
ыз :..። የከለሉ 


IMT Nord Europe m "1 
[mem Si concentration coefficient concentration 


በህበ-ህክህጠነ de Ule K,044 < Ou Ke c de contraintes 


de contrainte 


PARTIE 3 


1 LA TRACTION / COMPRESSION 
2 LE CISAILLEMENT PUR 
3 LA TORSION 


4 LA FLEXION 


* Laflexion pure 
* La flexion simple 


10 
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2 LE CISAILLEMENT 
2.1 Rappel 
1. Torseur des éléments de réduction 
Cas du cisaillement pur 


Selon direction z Selon direction y 


0 0 0 
хо) = : : n хуа} = 17 
0 
Gí "ርፎ yg 20) G 
(хс Ye 2с) repère local de la section de la poutre 


Ty ou T; Identification de la 
[к с ши 


2 LE CISAILLEMENT 
23 
2.1 Rappel 


2. DÉMARCHE GÉNÉRALE DE RÉSOLUTION D'UN PROBLEME DE RDM 


Ill. Dimensionnement 
Cisaillement simple 


cU Fext/g) = | 
G 


ou 


ምርያ Fext/g) = | 
G 


0 012 0 
ls 0 d 
0 0 Од 
Loi de Hooke généralisée 


Critére de Critére de ве _ обаа аз, 
limite d'élasticité déformation s 


3. Méthode des coupures (Sections) 
(Géométrie de la poutre/Matériau) 


4. Eléments de réduction/ cohésion 


5. Contraintes 5. Déformée 
012,071 


non vérifié 


non vérifié 


comportement 


8 
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2 LE CISAILLEMENT 
2.1 Rappel 


Équations d'équilibre dans le cas du cisaillement pur 


Expression des équations d'équilibre de la section coupée 


UE IER 


(0) (ዐ) 
{Trext }+ {Trint> n } 
G /9 G н = т, + || 40-0 J| z onda = 0 
ብ 
,1፡፡፡/9] + aal Ge soit 
Soit T, — 0 soit T, — 0 


PAT 


IMT Nord Europe 
Eco Mren Toten? 


Jf таа =о 


IMT-Urvvars à de 189 
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2.2 Cisaillement : cas type 


En pratique le cisaillement est combiné avec d'autres sollicitations ( Le cas 
le plus fréquent est celui de la flexion simple pour lequel l'effort tranchant est 
accompagné d'un moment de flexion. Dans ce cas la contrainte de traction est 
beaucoup plus importante, et l'effort tranchant est négligé). 


Cisaillement pur Assez rare 


La configuration du systéme étudié permet d'appliquer sur une piéce de ce 
systéme, l'effort de cisaillement dans un plan défini ой se situe la section cisaillée. 
Par exemple : cisaille (deux couteaux), rivet (liant deux tóles), axe d'articulation de 
deux piéces, clavette liant un arbre à un moyeu. 


Couteau 
Inf. 


Cisaille Articulation | Clavette 


12 


2 LE CISAILLEMENT 
2.3 Cisaillement > Schéma de principe 


Caractérisation du cisaillement pur 


Lors d'un essai de cisaillement observons : 2 Sections infiniment voisines 
matérialisées par ab et a'b' de normale n espacées de la distance faible dx. 


On constate que la section a'b' glisse en 
bloc par rapport à la section ab donc la 
transformation est homogéne : 

La contrainte de cisaillement T = Otn est 
constante dans la section ab de normale 


Ti (= еү) 


T= 5 ዐ21) 


Un angle de glissement ЇЇ matérialisé 
État de contrainte constant par (а a m’) ou (b' b m';) se forme, avec a’ 
dans la section ab ou b' la position initiale du point 
0 appartenant à la section cisaillée et m' ou 

m", sa position finale aprés déformation. 


021 
er 


Facette de e 
normale 3 
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2.3 Cisaillement > Schéma de principe 


Caractérisation du cisaillement pur 


On déduit que quelque soit p appartenant à 
la section ab cisaillée le vecteur contrainte : 


TP, ej) = те; — 


On déduit l'état de contrainte : 


0 


0 (e: 272) 


A l'aide de la loi de Hooke on peut définir l'état de déformation 


о = QUE;j + A(E11 + £22 + £33)Óij 


(ij: symbole de Kronecker) 


Module de Coulomb 


Fin 
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2 LE CISAILLEMENT 
2.4 Essai de Cisaillement (Norme NF EN 3238:2010) 


Courbe de l'essai de cisaillement 
On relève la courbe représentant T=T/S, (Т effort de traction, S; section initiale de la poutre) 


en fonction de l'angle À 
On constate une analogie entre l'essai de traction et de cisaillement (caractéristiques 
du matériau explicitant son comportement en cisaillement) 


On distingue : 


Domaine élastique linéaire О < =< R 


m T => EN Résistance 
T = 9 , T= рү = Gy élastique au 
glissement 


= <<“ module de Coulomb ou 
2(1+v) 


G (ou ц) : m А 
À ኪ-----፦---ሙው 2ème coefficient de Lamé 


— y angle de cisaillement 
о A А 
— Loi de Нооке généralisée d Ojj =T avec l + ] 
(1+0) v TP 
፦ን Oj VE (011 + 022 + 033)Óij о = 2ue;; avec i +j 


(бду: symbole de Kronecker) ү = 28; 


2 LE CISAILLEMENT 


2.5 Dimensionnement 
Critére de dimensionnement 


Pour dimensionner la poutre on pose : 
— une condition de résistance liée à un critére de contrainte maximale 


> Critère de contrainte "n lié à la НЕТ 
2 limite d'élasticité 
maximale 


R = 
EcL aer ` SC" Sa Ser Sri 


Cas particulier : 
Pour de nombreuses applications industrielles de cisaillement (ex : poinçonnage, 


découpe de tóles,..) on souhaitera le dépassement de la résistance au 
cisaillement ( notée Rc) 
— la condition à vérifier sera : 
К.Р ШО 
De 9 A6 avec (gl—— (Su 
PAT So 
EM (Norme NF EN 3238:2010) 
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2 LE CISAILLEMENT 
2.6 A RETENIR 


Torseur des éléments de réduction 


0 0 
хуа) Ту 0 
0 0 
i Dé ус 22 
ፒ፲= —Ty/S - module de Coulomb 
eh Gr M 
2(14 v) 
олш =F V - ` y angle de cisaillement 


u = G= 


expe 


Ba = Er == 
12 21 20፡5 
Critére de dimensionnement 


> Critère en contrainte 


» Critére en contrainte 
(Dans le cas de découpe de piéce) 


PAT 


2 LE CISAILLEMENT 


2.6 : Banc de test type de cisaillement 


ጋ V-Notch Shear Fixtures (Banc de 
test de cisaillement en V 


Ra : Fixe Glissière 


ASTM D 5379 & D 7078 (INSTRON) 


0 
[o] = loa =T 0 0 
M 


[e] = Ё 0 0 


т == 


3/12/2023 


V M appartenant à la poutre: 


Etat de contrainte 


042 =T d 


0 0 0 
Etat de déformation 


0 а, 0 


(er,ez,e3 


2€: 


м0 0 des 


Reg ‘Résistance 
élastique au 
glissement 


T>kK =R, 


31 


Q Fastener Double Shear Testing 
(double cisaillement) 


244 + ` i i 
705 710 715 720 725 73 
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1 LA TRACTION/COMPRESSION 
1.1 Rappel: Sollicitations simples (Centre d'une section) 


= Expression générale d'un torseur des éléments de reduction: 
፻.... N Mx Repère local 
L ext | _ (au point G) 
UM m ES Ex Ty My 
G 


ext G\Tz Mz erar 


G XG:YG:ZG) 


> Selon les valeurs de la résultante Р, et du moment M,,. du torseur des éléments 
de réduction Ariel, on identifie les sollicitations simples auxquelles les 


poutres sont soumises: 
Sollicitations 


Éléments Em T, ou Myou Il 
de réduction «|, Mz 
#0 N«0 Traction 
N»0 Compression 


= | æ |= | #0 | кеюре |] 
[co | æ |= | #0 | በጠ | 


1 LA TRACTION/COMPRESSION 
1.1 Rappel: 
l. Schématisation П. Résolution du probléme 
Composant (poutre ?) Principe fondamental de la statique (PFS) 
Schématisation 


Liaisons/sollicitations 1. Chargements actifs 1 : 
Hypothèses de la Вам 2. Réactions d'appuis (Actions passives) 


. Dimensionnement 


3. Méthode des coupures (Sections 


) 
сс Siau] 


(Géométrie de la poutre/Matériau 


4. Eléments de réduction 
5. Contraintes 5. Déformations 


critèfe de 


non vérifié 


non vérifié 


comportement 


Critère de Critère de 
limite d'élasticité déformation 
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PARTIE 3 3.1 TORSION: CARACTÉRISATION 


3.2 GÉOMÉTRIE DES POUTRES 

3.3 ESSAI DE TORSION 

3.4 ÉTUDE DU CHAMP DE DÉPLACEMENT 
3.5 ÉTUDE DU CHAMP DE DEFORMATIONS 
3.6 ÉTUDE DU CHAMP DE CONTRAINTES 
3.7 DIMENSIONNEMENT 

3.8 À RETENIR 

3.9 CONCENTRATION DE CONTRAINTE 


3.1 TORSION : CARACTÉRISATION 
3.1.1 Rappel: 
DÉMARCHE GÉNÉRALE DE RÉSOLUTION D'UN PROBLÈME DE RDM 
11. Dimensionnement Torsion simple 


0 M(x) 
худ) = ዞ 0 | 
cht - 


3. Méthode des coupures (Sections) 
(Géométrie de la poutre/Matériau) 


4. Eléments de réduction/ cohésion 


5. Contraintes 5. Déformée 
612, 021, 913 , 031 E12 E21 E13, £31 


013 
0 
0 


non vérifié 


————— 
non vérifié 


| (er,ez,e3) 


résistance comportement 


Critère de Critère de Loi de Hooke généralisée 
"Ou Or Fm A e ECT Ge 
limite d'élasticité déformation e= : dij — E (du bd: озз)б,у 


G(x,0,0),0<x<L 


«13 
0 


0 


G(x, 0,0) 


| (ei,ez,e3) 
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3.1 TORSION : CARACTÉRISATION 8 


3.1.2 Caractérisation de la torsion pure 


T, Identification de la G(x,0,0),0 < x < L 
ou T, sollicitation 

> G (x, 0,0) 
:21721፡12መ=ጮ | 


0 Mj(x) 
Expression du torseur des ais 0 0 
Eléments de réduction G Bis p e 
XG Ус Ze 


Ц Expression des équations d'équilibre de section coupée 


[[ „аа =0 M (x) + |“ 5ወ>ዐ 
(ዐ) (ዐ) 


exu) + larg) = GE Ја =о UE 
(0) (0) 
АЕ) ar c{Fint-(0)} 
J| аа = о UE 


PUY pm en G yd =d 


IMT-Uréveratà de Ulo 


3.1 TORSION : CARACTÉRISATION 
3.1.3 Hypothéses des cas étudiés 


Т. М; Identification de la 
sollicitation 


[- 1፡15 መመመ ብ - 


La surface latérale est non chargée. 
— Les forces de volume sont négligeables. 
— Les éléments de réduction se réduisent à un couple M, = C, dirigé selon X 
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PARTIE 3 
3.2 GÉOMÉTRIE DES POUTRES 


3.3 
3.4 
3.5 


3.6 
3.7 
3.8 
3.9 


3.2 GÉOMÉTRIE DES POUTRES 


3.2 Torsion : Géométrie des poutres 
Cas 1: Section avec symétrie de révolution 
= Les sections droites restent planes aprés déformation, 
" Le déplacement relatif de deux sections droites 
voisines (S et S"), distantes de dx, se réduit à une 


rotation d'angle ዐፀ autour de l'axe (0, х), 


ሌ 
+ = La déformation consiste en un glissement relatif des 


sections voisines. 


Cas 2: Section sans symétrie de révolution 


" Les sections ne restent plus planes aprés déformation, 
IM." L'hypothése de Navier Bernouilli (hypothèse N*7, 
chapitre 1) n'est plus respectée, 


* Le cas 2 ne fait pas partie du cadre de ce chapitre. 
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3.2 GÉOMÉTRIE DES POUTRES 


3.2 Torsion : Géométrie des poutres 
Identification géométrique 


Géométrie des poutres 

L'étude se limitera aux poutres qui répondent aux critéres suivants : 
- Les génératrices sont rectilignes parallèles à l'axe (0, x) 

- La section droite est de révolution autour de l'axe (0,X) de rayon К 
- Les sections peuvent varier de façon progressive 


Si variation brutale de 
section : 
Application coefficient de 
concentration de contraintes 


PARTIE 3 


3.2 
3.3 ESSAI DE TORSION 
3.4 
3.5 


3.6 
3.7 
3.8 
3.9 


3.3 ESSAI DE TORSION 
3.3.1 Essai de torsion 
MACHINES D'ESSAIS POUR LA TORSION 
* Torsion pure : Application sur 


l'épouvette d'une solicitation de 
torsion. _ 


3.3 ESSAI DE TORSION 
3.3.1 Essai de torsion 
Q Essai de torsion pure 
L'éprouvette est soumise uniquement 


à une sollicitation de torsion (M, = С). 
M—— ጨጨ. 


=” 


Selon la norme ASTM E-143, les 
propriétés de cisaillement sont 
souvent déterminées par un essai de 
torsion. 


* Sollicitation composée : Torsion + 
traction/compression : 

Application simultanée d'une Sollicitation 

en torsion et d'une Sollicitation en traction 

ou compression 


18 


Q Courbe de contrainte-déformation 


Courbe entière 


፦ ፦ 
3 4 5 
Angle de déformation, rad 


Les résultats d'un essai de torsion pure 
(Moment, Angle de déformation) sont utilisés 


courbe de 
permet de 


pour tracer une 
contrainte-déformation qui 
déterminer: 
= la limite d'élasticité en torsion, 
። le module d'élasticité en torsion, 
= le module de rupture en torsion, 
la résistance à la torsion. 
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3.3 ESSAI DE TORSION 
20 


3.3.1 Essai de torsion 


Essai de torsion 

Les résultats de l'essai de torsion sont utilisés pour tracer une courbe de contrainte-déformation 
(Moment vs Angle de déformation) qui permet de déterminer la limite d'élasticité, le module 
d'élasticité en torsion, le module de rupture en torsion et la résistance à la torsion. Les propriétés 
de cisaillement sont souvent déterminées par un essai de torsion (ASTM E-143) 


Déterminer le MODULE DE COULOMB (noté С) encore appelé module de cisaillement ou 
module de glissement ou second coefficient de lamé (noté и) 


Courbe entière Détail sur la partie linéaire 


Moment , N-m 


3 4 5 [ T , 0,15 0,20 
Angle de déformation, rad Angle de déformation, rad 


3.3 ESSAI DE TORSION 
3.3.2 Déterminer le MODULE DE COULONB (noté G) 
Exercice type : Déterminer le MODULE DE COULONB (noté G) 


1. Évaluer le module de Coulomb de ce matériau 
2. Déterminer le retour élastique si le couple appliqué est supprimé au niveau du point C 


Torque vs. Angie 
N 9 91 


Dimensions de l'éprouvette 


L,=100mm 
D,=8mm 


red 
һә 


Conversion d'unité 
1 in.lib 2114,3 N.mm 


Torque (in-Ib) 


= 
= 
һә 


Torque M %ት” 


8 12 
Angle (deg) 
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3.3 ESSAI DE TORSION 


22 
3.3.2 Déterminer le MODULE DE COULOMB (noté G) 


Exercice : Résolution: 


Torque vs. Angle 


с sé On donne: M, = (G - Igo) ` à = cste. а 


--- 0000 


Œ Angle unitaire de torsion (inconnue) 


፳-ዐ* " 
ው... 


La courbe exp. correspond à M, = f (8) 


0 


4 16 20 


WI Angle ве? 
1. Évaluer ld module de Coulomb de ce matériau 


Pente de la partie linéaire de la courbe: 


Moz y2-0 Mx 1 
COCA с = оо: 
dir xx, %0 Ө Sie Da + = = 7,33 10 *rad/mm Е 
(0 = 4,2 deg, М,= 18,9 in. lb) Lo 


PAT a; "x -(5).5- 32 Lo _ 189-1143 me 
GO 


— 31773829 MPa: 


IMT Nord Europe 
ዩ 


Joo: a aL X2 ES 4,2 · 


180 


3.3 ESSAI DE TORSION 
3.3.2 Déterminer le MODULE DE COULOMB (noté G) 


Exercice : 


23 


3 Torque vs. Angie 


Dimensions de l'éprouvette 
Lg-100mm 

D,= 8mm 

Conversion d'unité 

1 in.lib =114,3 N.mm 


Torque (in-Ib) 


4 12 16 20 
Angle (deg) 


. Déterminer le retour élastique si le couple appliqué est supprimé au niveau 
du point C 12—68 


а = CE Т 0,052 /mm 


ad Déduction: l'angle de rotation dû au retour élastique Ө(х = Lo) = Lo * а 
cener pour la section située en x=L,=100 mm est: = 5,2° 
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3.3 
3.4 ÉTUDE DU CHAMP DE DÉPLACEMENT 
3.5 


3.6 
3.7 
3.8 
3.9 


3.4 ÉTUDE DU CHAMP DE DÉPLACEMENT 25 
3.4.1 Étude du champ de déplacement 


On soumet à un couple de Torsion M, une poutre de section circulaire constante, d'axe 
de révolution Ox, de longueur L encastrée à l'une de ses extrémités. 


Étude du champ de déplacement ==> Observons une section d'abscisse x. 
La section tourne autour de son centre de gravité d'un angle 0 (x), 0(x) reste petit 
(hyp КОМ). La section reste plane, ce qui impose pour N є 5 , እ->እ' ፡ r =r' 


Que devient un point N ? ==> № 


XN =X Хм = X 
Ум = rcosy Ум = rcos(y t 8(x)) 
Zy — rsiny zy, = rsin(y + 6(x)) 


Déplacement du point М ? = => ለለ'' 


u-0 u=0 
v = rcos(y + ፀ(2)) — rcosy | v = r(cosy.cos6 (x) — siny. sin (х)) — т cosy 
w = rsin(y + ፀ(2)) — rsiny |м = r(siny.cos0(x) + cosy. sin8(x)) — r siny 


А и = 0 и = 0 
о |. = —rsin(y)8(x) = => NN’: [ x -0(x) ` z 


w ~ тсоѕ(ү)Ө(х) w ~ 0(x) ` Yn 


cos (0) = 1 @ 


10 


3.4 ÉTUDE DU CHAMP DE DÉPLACEMENT 
3.4.1 Étude du champ de déplacement : Section constante 


26 


Étude du champ de déplacement : définition de l'Angle unitaire de torsion 


Observons deux sections droites voisines, S(x) et S(x*dx) distantes de dx. 
Le déplacement de S(x*dx) par rapport à S(x) se réduit à une rotation d'angle dO autour 
de l'axe Ox . 


(x + dx) — 0(x) = Ө(х) + d8(x)—0(x) = a(x):dx | => 10(х) = a(x): dx 


Hypothéses : 


- La section S(x) est 
constante pour O«x«L, 

- La surface latérale n'est 
pas chargée, donc 
М(х)=М est constant . 

- а(х) est constant sur le 
tronçon dx 


X (X) 
adx = | dd = > Ox) 
0 0 Ө(х):гоїайоп de S(x) par rapport à S(0) 
a est appelé : Angle unitaire de torsion 


Expression du champ qe 
de déplacement NNa lvs —0(x) -Zy c= = 
Rz en fonction de œ 


5222 ein 000 ` Yn 


3.4 ÉTUDE DU CHAMP DE DÉPLACEMENT 27 


3.4.2 Étude du champ de déplacement : section variable 
Étude du champ de déplacement => La section varie progressivement 


Observons un tronçon élémentaire situé à l'abscisse x de la poutre d'épaisseur dx. 


X 0(x + dx) — Ө(х) = d0 (x) = a(x) : dx 
| /ኘ La section S(x) est variable, 
La surface latérale n'est pas chargée, 
donc M(x) est constant 
«е а(х) est une fonction de x 
^i 


` [аә = [о 


(x) Ө(х + dx) [ оа = 000 - ፀ(0) 


u-0 


x 
dexpression du champ NN! : Ái 7 А me =] EE መ 


ኤም de déplacement 


x 
мт nord Europe en fonction de a (x) w ж | a(x)dx ` yw 
TES. к 
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3.3 
3.4 


3.5 ÉTUDE DU CHAMP DE 
DEFORMATIONS 


3.6 
3.7 
3.8 
3.9 


3.5 ÉTUDE DU CHAMP DE DEFORMATIONS 29 


3.5.1 Torsion : Étude du champ de déformation : repére (G, X, y, Z) 


Étude du champ de déformation === Observons une section d'abscisse x. 


Le champ de déformation se déduit à partir de la relation établie ci-dessous qui 
exprime le champ de déformation à partir du champ de déplacement. 


Du Bu Dw 
u=0 А Dx Dz ` Dx 
M R MER ZN [ear]]=3 sym 
WS: SX: Yy 2 


sym 


Le calcul est réalisé dans la base (X, y, Z) 


и = 0 —Q:Zy &:Уурү 


0 
ሀ= —d'X'ZN _ 2 2 
W & (X^ Yy [800] = ѕут 
sym 


PAT 


IMT Nord Europe Rat " 
Lo Section: abscisse x 
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3.5 ÉTUDE DU CHAMP DE DEFORMATIONS 30 


3.5.2 Torsion ` Étude du champ de déformation dans le repère polaire (G, X, 27, eg) 


Étude du champ de contraintes ===> dans le repère (G, X, 27, eg) 
-X'Zy Q:YN 


2 2 

N| -Pt -P 
[E = sym 8 ` 
Syot sym 0 les» 


P : Matrice de passage de (X, y, Z) à (X, ej, eg) 


ER. Йй 1 0 0 Matrice de passage 
a" P =|0 cos —5їпВ | Exprimer à, & et eg dans 
sinB со la base (2.72) 


0 
0 «ሠ ዶ21]11 0 0 
cosp sinp ||£y, 0 0 ||0 |cosp| -sinp 
(&,ег,е0) |0 —sinf cosp ||e,, 0 0 ||0 |sinB| cosf 
0 -sinp - Exy +созЁ ` Be 


COS ` £y, +ѕіпВ ` £i 0 0 
—sinf ` £y, t cosp - Ezx 0 0 


3.5 ÉTUDE DU CHAMP DE DEFORMATIONS 31 


3.5.2 Torsion : détermination du champ de déformation dans le repére polaire 


0 COS - Eyy tsinB ` Ex, —sinf ` £y t cosB ` £y; 
[е0] = | cosf - £y, +ѕіпВ · £j, 0 
Giereg) |—5їпВ ` £y, +cosb ` £7, 0 


—@.7, а · 
ደ cos ` £y, tsinf ` £y; = cosh - N4 sinp - Ai 
12 = у 2 
=U ` 2, a 
(£43) | SMB ` Eyx +со5 ` £j, = —sinf - 2 WÉI cosp - M 
NA Y ፍሬታ ZN “# 
or OP f 
YN 


: C r= > à a 
(£12) COSB ` Exy +SiNB ` Exz = —cosf - 2 yutgB + sinf - » “Ум = 0 
(E13) —sinf ` £y, *tcosp · „= +sinB - а · yytgB + cosp - aœ - yy 


2:32. 2 sex 
| sin p -a -yy +cos*PB-a-yy 0: Vu 
—sinf ` £y, +COSB ` Exz= = 
(&1з) B ` Exy B ` Exz 2соѕВ 2соѕВ 


Or yy = ፲ “ርዐ5ፅያ 
83 = SI ` £c, +COSP ` Ex, = ር 


Avantage de travailler 
en repère polaire ! (X,er,eg) 
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3.6 ÉTUDE DU CHAMP DE CONTRAINTES 
3.7 
3.8 
3.9 


3.6 ÉTUDE DU CHAMP DE CONTRAINTES 33 


3.6.1 Torsion : Étude du champ de contraintes : repère (G, X, y, 2) 


Étude du champ de contraintes © Observons une section d'abscisse x. 
Nous allons déterminer l'état de contrainte en utilisant la loi de Hooke 
généralisée , qui permet de relier déformation à contrainte. 


Matrice décrivant l'état de contrainte en un point N(xy, yy, Zw) 
de la section 


[200] = | 


sym sym 


Loi de Hooke généralisée 
Ev 


= 2u = 26 G : Module de Coulomb 


=ŒG 0: Zy Сауу 


Section : abscisse х 
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3.6 ÉTUDE DU CHAMP DE CONTRAINTES 


34 
3.6.1 Torsion : Étude du champ de contraintes : repère (G, x, y, Z) 


Relation entre a angle unitaire de torsion et M(x) inh o EE 
GU ext) = 
= Tenseur des contraintes ' AU) 0 
0 -G:a-zy Саур бух = —G: Œ Zy бух = ty 
[ዉለ)ኑ sym 0 0 
sym sym 0 


aya | Om F PGD = ጣሬ Т: 


avec 0<zy <R 
Г 


0<yy<R 
Utilisation des équations d'équilibre d’une section 


MG) + [[ ow zs id = мо) re G-a vut E e nan = 0 
(О) (О) 


М(х) =-G `a | yy? + Zy? dQ |" Ico est appelé moment d'inertie polaire de 
б) section 


* || s’agit d'une propriété géométrique de la 
М(х) = —G -a ` lco g prop g q 


section d'une poutre. 
M(x) fgg = | 0/5 +22) dQ 
= 


== (9) 
G-I 
PAT. _ со = Јоу? dQ + До) z? dQ = 1с2+1су 


3.6 ÉTUDE DU CHAMP DE CONTRAINTES 


36 
3.6.1 Torsion ` Étude du champ de contraintes : dans le repère polaire (G, X, 27, 20) 


Étude du champ de contraintes ===> Observons une section d'abscisse x. 
Nous allons déterminer l'état de contrainte en utilisant la loi de Hooke 
généralisée , qui permet de relier l'état de déformation à celui de contrainte. 


Matrice décrivant l'état de contrainte en un point N(xy,r, f) de 
la section 0 0 a 


2 
[em]=| 0 о о 


E 0 0 
2 T 


T 


(Х,ег,ев) 
Q Méthode 1: Loi de Hooke généralisée 
E 


Ev 
Tij = ipm EU + ea (Er ®зз*ёзз)бу 
E г. 
= 2р = 26 С : Module de Coulomb 
1+v 
0 0 tI()=G-a-r 
[ወሟእ)]- sym በ0 0 


sym sym 0 


eg) 
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3.6.2 Torsion : Détermination du champ de contraintes dans le repére polaire 


Étude du champ de contraintes ===> dans le repère (G, X, e, €g) 
Q Méthode 2: Matrice de passage 


y 
0 -G a-zy G`'a- yy 
[ow] = Pt |sym 0 0 
(Хеге) |sym sym 


Œ,y,z) 


Р: Matrice de passage de (x, y, Z) à (X, ej, eg) 
1 0 0 
3 P= | cosB  —sinf 
Section : abscisse x N sinf соѕВ 


1 0 0 E Es 
[ow] =|0 cosB sinf ||oyx E 2 
(Хеге) |0 —sinf cosh ||о„„ sinf | cosp 
0 ES Oxy = Ox; _-SiNP ` Oxy +COSP ` Oxz 
y COS ` сух +SiNB ` буу 0 0 
mr nord Europe | -SINP + Сух +COSP ` Ozx 0 0 


IMT-Uréveretà de Lio 
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3.6.2 Torsion : détermination du champ de contraintes dans le repére polaire 
0 cosp ` Oxy +ѕіпВ ох,  —sinB ` Oxy tcosp ` Oxz 
[ow] = | COSp - oy, +5іпВ ` oz, 0 
Giereg)| -sinp ` Oyy +COSB ` 07, 0 


COSB ` Oxy t sinB · 0x,= —cosB + G -a zy + sinf ወ yy 


—sinf ` оуу *cosB ` 04,— sinp -G + a` Zy + cosp + G* a ` yy 


со5 ` Oxy tsinB ` Oxz = —cosp “ዐወ yytgB + sinf + G + a ` yy = ( 
—sinf ` Oyy *cosp ` 0427 sinp - G- а: yytgB + cosh + G+ ወ - yy 


sin?B-G-a-yy t B-G-a-yy бауу 
cosp cosp 


—sinf ` Oxy +COSB ` Oxz= 


Or yy = т · cosp 


—sinp ` Oxy +С058+ Oyz= Сат 


Gereg)G-a- 


3/12/2023 


16 


3/12/2023 


3.6 ÉTUDE DU CHAMP DE CONTRAINTES 39 


3.6.2 Torsion : Étude du champ de contraintes dans le repère polaire 


Observons le champ de contraintes dans le repère polaire (G, x, ej, ео) 


0 0 Gar ማድ A à 
а: 1 it det 
[ N] = 0 0 0 | angie unitaire de torsion 
d 0 


2ይ” gr (2726) 


= Vecteur de contrainte 
0 0 G-a-r][1 0 
o (N, x) = | 0 0 0 181 0 | 
Сат 0 0 0 с-а -т 
-M() _ CG) 
G -Ico 6 lco 
Contrainte de cisaillement en fonction de « Diapo 34 


፲[፣ፐ)= ር- 7 => Tee 
Contrainte de cisaillement en fonction de M (x) 


C (x C(x 
Section : abscisse x t) = GES => Tnax = T(R) = ( = 
y MY GO Io 


የረ Меен. ee? 
gege бе ло 


о(№, х) = Сат: eg avec 4 = 


PARTIE 3 
3.2 


3.3 
3.4 
3.5 


3.6 
3.7 DIMENSIONNEMENT 
3.8 
3.9 
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3.7 DIMENSIONNEMENT 


3.7 Torsion : Dimensionnement 


Condition de résistance [еа S TR, 


Rpg : Résistance pratique au glissement Raa = ч (Trnaxl S Rpg 


. Reg limite élastique au glissement du matériau mU PS 
• S coefficient de sécurité (supérieur à 1). ረ.” IE 


A la condition de résistance s'ajoute en torsion une condition de rigidité, qui limite 
l'angle unitaire de torsion à une valeur maximale au-delà de laquelle l'hypothése de 
planéité de section n'est plus respectée. 


Condition de rigidité “тах = 0.25deg/m 
L'angle unitaire de torsion Œ ne doit pas dépasser une valeur limite Œ max 
imposée par l'expérience (en pratique Œœ max = 0.25deg/m, en mécanique 


—M(x) 


la| = S Omax 


G ` Igo 


3.8 LA TORSION 


3.8 A RETENIR 
Torseur des éléments de réduction 
0 ka Etat de contrainte v N 


"ML 
G 


0 0 0 оз (r)| Repére 


Ge Ус 26 Lo (r)] = 0 0 0 polaire 
031”) 0 0 * 
-M(x) id (eres) 
T т 0%ፐ=፳፳ E 
0 


Igo: moment polaire 


Bilan Loi de T(r) = o13(r) = 
013 = 2ዞ513. ዞ=ሮር= 


2(1 
Etat de déformation rv 


ПО Са бт 0 0 «;3(7) 
[є(т)] = 0 0 0 
a(x) ` Angle unitaire de torsion ለ121 (r) 0 
Ө(х) ` Angle de rotation de section abscisse S(x) / section abscisse (0) 
የ“ Si section constante C 0) =@.® Repère 
X 


(X,er,eg) 
4 


Détermination de polaire 


l'angle de rotation L >» Si section variable К» Bos | a(x)dx 
Critères de dimensionnement ы 


Reg 


> сне : Ss " 
Critére en contrainte Tmax € Tu = Rpg = zu s> 15 


» Condition de rigidité (critère en déformation) a < 0,25*/m 
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5 LA TORSION 
3.8 A Savoir 


Détermination des moments polaires d'inertie de section (160) : Inertie de la section par rapport à 
un point (Go) 


43 


Les sections « S » utilisées dans le cadre de ce cours sont des sections circulaires 
pleines ou creuses. Le moment est calculé par rapport au point c аш coupe la fibre 
moyenne de la poutre = Lez = Ісу 


Moment polaire : œ = [| ras = |f (y? + z?)ds || yd [ za 


ds = dr xrd0 Icz: moment quadratique de « S » par rapport à l'axe Gz 
Icy: moment quadratique de « S » par rapport à l'axe Gy 


Section pleine : R (2m R 
D23sR ins | | r^ -rdédr = 2x Í r3dr 
о Jo 0 


R:rayon 


Section creuse : >a Re vin Re 
Дау = | | r?-rdOdr = 2л] Тат 
Ri Ri 


Ro: EMI, erne (Rê - RÊ) (Rê - Ri) _ TO = 
— —– TU መ” | 


R; rayon interne 


Led ол 2 32 
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3.2 


3.3 
3.4 
3.5 


3.6 
3.7 
3.8 
3.9 CONCENTRATION DE CONTRAINTE 
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3.9 CONCENTRATION DE CONTRAINTE 


3.9 Torsion : Dimensionnement : Concentration de contraintes 


Concentration de contraintes 
En cas de variation brutale de section , la contrainte nominale est multipliée 
par un coefficient de concentration de contraintes K, qui depend de 
"l'accident de forme" 


К |тъоті = Rpg 
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Vd 45 des Matériaux 
IMT Nord Europe ። (Нам) 
École Mines-Télécom Pa rt | ፎ 3 
IMT-Université de Lille 


Intervenant 
Dr. A. AYADI 


Partie 3: Sollicitations simples К 
Séance 6 


= Flexion pure 


= Flexion simple 15/03/2023 


1 LA TRACTION/COMPRESSION 


1. Schématisation П. Résolution du probléme 


Composant (poutre ?) Principe fondamental de la statique (PFS) 
Schématisation 


Liaisons/sollicitations 
Hypothéses de la RdM 


1. Chargements actifs 
2. Réactions d'appuis (Actions passives) 


Ill. Dimensionnement 


3. Méthode des coupures (Sections) 
(Géométrie de la poutre/Matériau) 


4. Eléments de réduction 


5. Contraintes 5. Déformations 


critèle de critére de 
résistance comportement 


non vérifié 


@” ч «ль «шы «ль «ш «лн «ш» «н bneh, | 
non vérifié 


Critére de Critére de 


limite d'élasticité déformation 


1 LA TRACTION/COMPRESSION 
1.1 Rappel: Sollicitations simples (Centre d'une section) 


= Expression générale d'un torseur des éléments de reduction: 


Р М Мх edi ` 
= ext | _ au poin 
Il P | 27 MY 
G G ext G 


Tz #7/%%፡%) 


> Selon les valeurs de la résultante Е,,; et du moment Mar du torseur des éléments 
de réduction 8/0), on identifie les sollicitations simples auxquelles les 


poutres sont soumises: 
Sollicitations 


Éléments 
de réduction 


PARTIE 3 


1 LA TRACTION / COMPRESSION 
2 LE CISAILLEMENT PUR 
3 LA TORSION 


4 LA FLEXION 
* Laflexion pure 
* Laflexion simple 


IMT Nord Europe 
École Mines-Télécom 
IMT: Université de Lille 
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PARTIE 3 


PARTIE 3 
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4.1 FLEXION: CARACTÉRISATION 


4.2 LA FLEXION PURE 


4.3 FLEXION PURE PLANE 


4.4 LA FLEXION SIMPLE 


4.5 EXEMPLES D'APPLICATION 


4.6 LA FLEXION PURE PLANE (complément) 


4.8 LA FLEXION DÉVIÉE (hors programme) 


4.1 FLEXION: CARACTÉRISATION 


1: 


2. 
3. 
4 


3 types de flexion 

Rappel 

Relation T, (х) et М, (х) 
hypothèses de la RDM flexion 


4.2 LA FLEXION PURE 


4.3 FLEXION PURE PLANE 


4.4 LA FLEXION SIMPLE 


4.5 EXEMPLES D'APPLICATION 


4.6 LA FLEXION PURE PLANE (complément) 


4.8 LA FLEXION DÉVIÉE (hors programme) 
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4.1 FLEXION: CARACTÉRISATION 


4.1.1 Les 3 Types de Flexion 
On différencie 3 types de flexion caractérisées chacune par un torseur des éléments de 
réduction spécifique (ci-dessous). Parmi ces 3 types , 2 seront principalement abordés : la 
flexion pure plane, et la flexion simple (la plus fréquente). 


TÉ 


Flexion pure Flexion pure plane | Flexion simple (plane) 
(Go; ደ y; 82) 


est le Repère 
principal d'inertie 
de la poutre. 


0 0 
схо) Е o 0: My 
(F og e с Ue 9 


Le moment M n'est Flexion 4 points 
pas porté par l'un des È тий 
Exemple : axes ey,e; du repère 1 
principal de la poutre 
(ex, e. €z) 


4.1 FLEXION: CARACTÉRISATION 
4.1.2 Rappel 
DÉMARCHE GÉNÉRALE DE RÉSOLUTION D'UN PROBLÈME DE RDM 


Ш. Dimensionnement Flexion simple 


3. Méthode des coupures (Sections) 
(Géométrie de la poutre/Matériau) 


4. Eléments de réduction/ cohésion 


5. Contraintes 5. Déformée 
011 £11, E22, » £33 
de 


уа} 
@, 


non vérifié 


non vérifié 


Aarte) p 0 
(57.2 |.) 


critèri critère de Flexion pure 
résistance comportement 0 0 


Critère de Critère de 0) = 0 My(x) 
limite d'élasticité déformation (2.32) An MG) 


PAT 


=e Flexion déviée et flexion composée ne sont pas au programme 


HCH 


4.1 FLEXION: CARACTÉRISATION 


4.1.3 Equations d'équilibre 


Expression du torseur des Eléments de réduction | 
Flexion pure 
0 0 0 0 0 0 


{хуа} = ni Ty(x) 0 ou = 0 M, (x) ou = 0 M, (x) 
03,2, 0 M(x) (52.2) T 0 G2 (0 M, (x) 
Expression des équations d'équilibre 


J| 4279 IER 
(9) 


(0) 


J + ;(Td > 
ив) + d al T,@ |»”“ 0 м,(х) + ПЕ =0 
c Uextja] + Aa el (0) (0) 


Т,(х) + አሰረ M, (x) rade 


GG Ус zc) 
IMT Nord Europe 

Ecte res ርር 

risege Lite 


4.1 FLEXION: CARACTÉRISATION 
4.1.4 Relation effort tranchant-moment fléchissant : flexion simple 


Soit une poutre chargée dans son plan (X, y) par des: 
* forces concentrées F; appliquées en x; 

* charges réparties pj Œ) appliquées entre (bj, ፅ) 

* des moments My A 
Eléments de réduction au point G d'abscisse X: 


T,(X) =R + 5'ጻ + ነ' КОТ 
i=1 7254 */ 
мш) = Ý mr Ÿ FX =x) - Data dd 
k=1 i-i 71” 


Par dérivation de М, (X) par rapport à X, on constate que M,(X) est lié à T, (X) par 
une relation de dérivation en effet: 


y 


NS, analogie, un calcul suivant le même => aMy(X) = 
оз Zi 
wwe» raisonnement dans le plan (X, Z) donne: dX 
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4.1 FLEXION: CARACTÉRISATION 
4.1.4 Relation effort tranchant-moment fléchissant : flexion pure 


Dans le cas de la flexion pure: T=0 = T,=0 ,T,=0 


0 
х0) = Му 


G M, 


ам) | 


Si le probléme est dans le plan (X, y) IX 


Si le probléme est dans le plan (x, z) — dMy(X) Т 
dX = 
Le moment fléchissant M d'une poutre chargée en flexion pure (T = 0) est 


“ንም 


IMT Nord Europe 
Eie Mines Télécom 
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4.1 FLEXION: CARACTÉRISATION 12 
4.1.5 Quelques hypothèses de la RdM dans le cadre de la flexion 


О Hypothèses 
* Les poutres considérées ont des sections droites ayant un axe de symétrie (G, y) 
= Le comportement du matériau reste linéaire élastique 
= ['hypothése de Bernoulli est vérifiée: Toute section plane avant déformation se 


transforme en une section plane apres déformation. 


Avant déformation Ba Aprés déformation 


Fibres horizontales 
deviennent courbes < 
Lignes verticales 
non déformées 


toujours déterminés les éléments de réduction, les matrices de contraintes et 
de déformations. 


4.1 FLEXION: CARACTÉRISATION 


PARTIE 3 4.2 LA FLEXION PURE 
1. Etude champ de contraintes 
2. Etude champ de déformation 
3. Etude champ de déplacement 
4. Équations d'équilibre 


4.3 FLEXION PURE PLANE 

4.4 LA FLEXION SIMPLE 

4.5 EXEMPLES D'APPLICATION 

4.6 LA FLEXION PURE PLANE (complément) 


4.8 LA FLEXION DÉVIÉE (hors programme) 


4.2 FLEXION PURE 

4.2.1 Flexion pure : champ de contraintes 
En flexion pure, l'effort tranchant T=0 = Т,(х) = 0,Т,(х) = 0 
la contrainte de cisaillement т(М) est nulle dans toute section droite. 
Ainsi, en tout point M(x,y,z) de la section (S) de la poutre, le 
vecteur contrainte T(M, X) s'exprime par: 


T(M,X) = o (х,у, z)X + T(M) 


=> TM, À) = og y, z) 


т(М) = GyxŸ + oz,Z = 0 
» Le vecteur contrainte T(M, X) se réduit à sa composante normale: 
А Охх. Оху бит] Сух(х, y, z) 
T(M,X)-|oy 0 0 |. 0| = 0 
o; 0. 0 | lo 0 
ሠ La matrice d'état de contraintes, dans le repére (de la section), n'a qu'une seule 
composante non nulle et elle s'écrit : 


o,Quyz) 0 0 


Le champ de contraintes | 
M [o] = 0 0 0 
M 


| est uni-axial 
0 0 0 EEN 
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4.1 FLEXION: CARACTÉRISATION 


PARTIE 3 4.2 LA FLEXION PURE 

1. Etude champ de contraintes 

2. Etude champ de déformation 
3. Etude champ de déplacement 
4 


Équations d'équilibre 
4.3 FLEXION PURE PLANE 
4.4 LA FLEXION SIMPLE 


4.5 EXEMPLES D'APPLICATION 


4.6 LA FLEXION PURE PLANE (complément) 


4.8 LA FLEXION DÉVIÉE (hors programme) 


4.2 FLEXION PURE 

4.2.2 Flexion pure: champ de déformation ር 
La poutre est constituée d'un matériau élastique, isotrope et homogène, on utilise la 
loi de Hooke généralisée pour déterminer à partir du champ de contraintes [o] le 


champ de déformation „ [e]: 


OjjtOkk 


( 

| 
de 

| 


loi de Hooke gud 
généralisée E 


yy- 


5. . - 
Ainsi, en flexion pure, en tout point M(x,y,z) de la section (S) de la poutre: 


015 52 


(е = SO 
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4.1 FLEXION: CARACTÉRISATION 


PARTIE 3 4.2 LA FLEXION PURE 
1. Etude champ de contraintes 


2. Etude champ de déformation 
3. Etude champ de déplacement 
4. Équations d'équilibre 


4.3 FLEXION PURE PLANE 

4.4 LA FLEXION SIMPLE 

4.5 EXEMPLES D'APPLICATION 

4.6 LA FLEXION PURE PLANE (complément) 


4.8 LA FLEXION DÉVIÉE (hors programme) 


4.2 FLEXION PURE 


4.2.3 Flexion pure: Etude du champ de déplacement 


Soient une poutre droite et deux sections droites (Z) et 
(27) de cette poutre, très proches l'une de l'autre. 
On observe une fibre PP’ de longueur initiale l 
Р(х,у, 2 (dx 
iA ч ven = PP (s ) e . dx | ወን avant 
déformation 
Sous l'action d'une sollicitation de flexion pure d'après l'hypothèse de Navier- 


Bernouilli : toute section droite plane avant déformation, reste plane apres 
déformation. 
Le respect de cette hypothése, permet de déduire que 
l'allongement dl de PP' est dû à: 
-une translation de la section (>) par a * dx selon l'axe (GoX ) 
—ипе rotation de la section (ኑን autour d'un axe appartenant 
au plan de (5) par à zial +œw„Z, qui génère un (2) aprés 


. К ' déformation 
allongement de la fibre pouvant être mis sous la forme: (8 ሃተኘ ሯን · dx 


L'allengement dl de la fibre PP‘ peut donc s'exprimer par: 
መወጠ=ዐዕዐወጩ+ተይ መ ሃተሃ መ-ጀ 


3/15/2023 


4.2 FLEXION PURE 


4.2.3 Flexion pure: Etude du champ de déplacement 


L’allongement dl d'une fibre PP' Р(х,у, Z) 
P'(x + dx,y,z) 
፲ጠወጠ=ዐችጩ+ተዩፀ መ ሃተሃ መ-ጀ 


translation de la rotation de la 


section droite (2") section droite (>) À 
(Z') après 
déformation 
L'allongement d! d'une fibre PP' est une fonction linéaire en y et z 


On peut en déduire la déformation normale £j, de la fibre PP 


L'expression générale de £,, au point P(x, y, z) d'une poutre soumise à flexion pure ` 


dl 
Eu PS y, z)) = Exx, 2) = ітахљо dx = a + Ву +yz 


a; Bet y sont des inconnues à détéerminer par la suite 


4.1 FLEXION: CARACTÉRISATION 


PARTIE 3 4.2 LA FLEXION PURE 
1. Etude champ de contraintes 
2. Etude champ de déformation 
3. Etude champ de déplacement 
4. Équations d'équilibre 


4.3 FLEXION PURE PLANE 

4.4 LA FLEXION SIMPLE 

4.5 EXEMPLES D'APPLICATION 

4.6 LA FLEXION PURE PLANE (complément) 


4.8 LA FLEXION DÉVIÉE (hors programme) 
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4.2 FLEXION PURE 
4.2.4 Flexion pure : Equations d'équilibre 


Equations d'équilibre d'une section 


ዉጢፌኒበ5=0 
aal? Аиа) = (0) [| 
hus M + (| zo dS = 0 
худ) + Crin} = (0) "Je " 


м, - || y. 0xxdS = 0 
S 


Pour tout point M(x,y,z) de la section (S) de la poutre sollicitée en flexion pure : 


(G centre de gravité de la section) G 


Сух (X, y, z) 0 0 
mlo] = 0 0 0 
0 0 032፡8 


L'étude des équations d'équilibre va permettre d'exprimer o. en 
fonction de M, et M, 


Éccie Mnes-Télécom 
|ክበ-ህዛነጩ/ 585 de Lite 


4.2 FLEXION PURE 


4.2.4 Flexion pure : Equations d'équilibre 


[| OxxdS = 0 - 

(уо) + 70/8) = {0} 5 (G centre 
x de gravité 
My + E 0x4 dS = 0 de la 


section) 
М, — ”=< =0 
S 


En rappelant l'expression de: = la loi de Hooke uni-axiale: бух = E ፍጨ 
Exx pour la flexion pure: =<. = а + By + yz 


RU + иту) = {0} 


G 


Alors, la contrainte normale (cxx) s'exprime par: 


፲፪ + k2y + k3z)dS = 0 k,S + kd || ПЕ ШЕ 0 
S 


My + оа = 0 ጨጧ «dS = 0 


м, [ .OxxdS = 0 
2 I хх [”“-፡ 


РМ ቷ yds et ff. 505 ፡ moments statiques calculés par наш 


"rapport aux axes principaux de section (tjs nuls) 


11 
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4.2 FLEXION PURE 


4.2.4 Flexion pure : Equations d'équilibre 


k, =0 


M, - [17057 ke )dS = o M, — №, | у? ka ЈЕ 0 
S S S 


ÍJ; zydS produit d'inertie de la section S par 


Sf y?dS ff. 2215 Moments quadratiques d'inertie 
rapport à ses axes principaux est tjs nul 


de la section S par rapport à ses axes principaux 


Icyz = [| У. 2 dS = 0 L — Icy = [| 22 dS L = Іс; = [| y?dS 
S S 
k, = 0 : መ 


My + k2 || zydS Кз Jl 72 dS|= 0 

S S => 
M = ko | y^es k3 | zyds 0 

S S 


IMT Nord Europe 
Ecte Mes ርር 


i-e Ainsi, la contrainte normale Oyy s'exprime par: 


4.2 FLEXION PURE 


4.2.4 Flexion pure : Equations d'équilibre d'une section (Synthese) 


Expression de la contrainte normale Oxx en fonction de M, еї M, : 


Flexion pure cas général 


M; 
М, # 0 et My +0 


Exx Hom 


Flexion pure plane dans le plan (х,у) 
M, #0 et Му = 0 


Exx = 


Flexion pure plane dans le plan (x,z) 
M; = 0 et My #0 


Expression des matrices d'état de contraintes et de déformation 


ድ X, yz) 0 
mlo] = 0 —V£xx 
0 


С 352) 0 0 
0 0 0 


0 0 | 


12 


3/15/2023 


ቫ 1 FLEXION: CARACTÉRISATION 


PARTIE 3 
4.2 LA FLEXION PURE 


4.3 FLEXION PURE PLANE Я 
Distribution de contraintes dans une section 
Dimensionnement 
Déformée en flexion pure plane 
Flexion circulaire 
Déflexion, comportement des fibres 
Essai de flexion 4 points 


4.4 LA FLEXION SIMPLE 
4.5 EXEMPLES D'APPLICATION 
4:6 LA FLEXION PURE PLANE (complément) 


4.8 LA FLEXION DÉVIÉE (hors programme) 


4.3 FLEXION PURE PLANE 


= Hypothèses: 
M, + 0 


0 0 
0 0 
0 


7 


G ТТ een = 


G 
= Expression de la contrainte normale en P(x,y,z) : 


Oxx (P) = Me 


IER Section d'abscisse x 


= Dans toute section droite d'abscisse x, la contrainte normale o; est linéaire en у. 


cas où M, > 0 cas où M; « 0 = (G;X,Z) est appelé рап neutre 


Zone tendue Zone comprimée y c'est le lieu des points ой la 
V4 V2 contrainte normale оу = 0 
Va Va = | 
= La contrainte normale est 


Zone comprimée Zone tendue maximale pour les points les plus 
Fibre moyenne éloignés du plan neutre (G; X, Z) 


* Remarque sur la Notation : l'indice i de Vi est choisi égal à 1 pour identifier la zone en 


traction, et 2 pour identifier la zone en compression. 
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4.3 FLEXION PURE PLANE 
4.3.2 Flexion pure plane : Dimensionnement 
О Cas des matériaux symétriques: 
= Pour un matériau symétrique les limites élastiques en traction А. et en 
compression R'e sont égales (en valeur absolue): 


Re = |R'el 


La contrainte limite utile (,,) en flexion pure correspond à: 


ESO sécurité 


S 
La condition de résistance d'une poutre sollicitée en flexion doit respecter : la 


contrainte maximale (oxx max) inférieure à la contrainte limite d'utilisation : 


La condition de résistance s'écrit donc aussi sous la V4 


forme: F 
2 


avec v = sup(V,, V2) 
IMT Nord Europe A à 
ተ መመን Zone comprimée 


IMT-Ursverst de Lite 


4.3 FLEXION PURE PLANE 
4.3.2 Flexion pure plane : Dimensionnement 
О Cas des matériaux non symétriques (R. = |R’.|) 
= Le dimensionnement de la poutre doit vérifier deux 
équations de résistance : 


* Dans la zone tendue: ° 


De nombreux matériaux, comme la fonte ou le béton, ont une limite élastique en 


traction nettement inférieure à leur limite élastique en compression (o, < |a'el ). 


INS tendue 


Pour éviter le sur-dimensionnement de la zone comprimée 

dans le cas de poutres formées par ces matériaux, le 5 
1 

concepteur doit optimiser la géométrie de la section droite de V2 


façon à minimiser la contrainte maximale de 


Zone comprimée 


traction. 


3/15/2023 
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4.3 FLEXION PURE PLANE 
4.3.2 Flexion pure plane : Dimensionnement 
Q Concentration de contraintes 


En cas de variation brutale de section , la contrainte nominale est multipliée par 
un coefficient de concentration de contraintes K, qui depend de " l'accident de 
forme " 


M(d/2) d, D: hauteur de la poutre 
Omax = Kr'Onom Onom = с» 43/12 t : épaisseur de Іа poutre 


005 010 015 
rid 


Exemple: ` 


ቫ 1 FLEXION: CARACTÉRISATION 


PARTIE 3 
4.2 LA FLEXION PURE 


4.3 FLEXION PURE PLANE 
1. Distribution de contraintes dans une section 
Dimensionnement 
Déformée en flexion pure plane 
Flexion circulaire 
Déflexion, comportement des fibres 
Essai de flexion 4 points 


4.4 LA FLEXION SIMPLE 
4.5 EXEMPLES D'APPLICATION 
4:6 LA FLEXION PURE PLANE (complément) 


4.8 LA FLEXION DÉVIÉE (hors programme) 


3/15/2023 
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4.3 FLEXION PURE PLANE 


4.3.3 Déformée en flexion pure plane (plan (х,у)) 


= Soient une poutre droite et deux sections droites (Z) et (>) 
de cette poutre (trés proches l'une de l'autre) et une fibre 
(РР') située à la cote y suivant l'axe (P,y), de longueur dx 
avant déformation. 


= Aprés déformation sous une sollicitation de flexion pure 
plane (plan (х,у)), la fibre (PP") subit : 


= Un allongement A suivant l'axe (P.x), tel que: 


La section droite (2") subit une rotation d'un angle 
infinitésimal dw dans le plan (x,y) autour de z par rapport à 
son orientation initiale (petites déformations): 


А 
ҮМҮ sag omm 


M; 
E 


4.3 FLEXION PURE PLANE 


4.3.3 Déformation en flexion pure plane (plan (x,y)) 


© 


dw 
dx — = — М; =» SCH 
E. lcz M, 


шулы 


М est appelé flexibilité de la poutre. 
7 


Le terme | 


Le terme E 1с; est appelé coefficient de rigidité à la flexion de la poutre selon 
l'axe (G; z). 
Pour caractériser la flèche en flexion pure de la poutre dans son ensemble, en 


RdM on cherche à déterminer la "déformée" de la fibre moyenne. 


La variation angulaire dw permet de déterminer le rayon 
de courbure R de cette fibre moyenne fléchie : 


du HD ee 

w = sin(dw) == = 

R R rayon 
de courbure 
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4.3 FLEXION PURE PLANE 
4.3.4 Flexion circulaire 


Q Flexion circulaire 


Елы 


= Soit une poutre : M; 


= Elle possède une section droite uniforme (méme section droite partout) alors 
lg, est constant. 


* Le moment de flexion M, appliquée est constant tout le long de la poutre 


= Dans ce cas: 
=a Le rayon de courbure R est constant. 
" |a déformée de la poutre décrit un arc de cercle et on parle de flexion 
circulaire. ty 
dx 


R>0 si il se situe du „ R«0 si il se situe du 
côté des y positifs côté des y négatifs 


4.3 FLEXION PURE PLANE 
4.3.5 Déflexion, comportement des fibres / plan neutre 


= 13 déflexion de la poutre se fait 
suivant un arc de cercle de rayon R 
= Soit une fibre (JK) située à une distance y>0 
et qui est parallèle à la fibre neutre (DE) 
= La longueur initiale L de la poutre est celle 
de la fibre neutre: L = КӨ 
= La longueur après déformation: 


L' = (R - у)Ө 


‚ ; | . А E Pla zone en 
= [а déformation axiale suivant l'axe (0,X) est: Neutre Traction 


L'-L (R-y)0- КӨ y Le cas de la figure 
E, = —— = ÃÁ— а 
^ L КӨ R M, < 0 
Conclusion (M, < 0): 
Phá - Les fibres situées au dessus du plan neutre (у>0) sont comprimées. 


IMT Nord Europe 
Ecte Mreches 


wwe» 5 Les fibres situées en dessous du plan neutre (y<0) sont tendues. 


3/15/2023 
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4.3 LA FLEXION PURE 
4.3.6 A RETENIR 


Torseur des éléments de réduction 


0 0 
{кеха} = o моа) 


n T 
Go yo z)6 0 Msina а = 0 оиа = 2 


Msina Mcosa 


Ge. = y- 7 
Bilan Loi de lez 16, 
Hooke => Msina Mcosa 
Kä £&1(y) = Mira 7 
uniaxiale E*Igz E * Icy 
01310) = Е · ғ11(у) 


lez ley : 
Rayon de courbure (cas de la flexion pure plane) 
» E Tes 
oc, R = – 
Z M, 
Critères de dimensionnement 
> Critère en contrainte s > 1,5 


ériaux Ра HE IMS em 
wrweSymétriques MAX J DS 


оле Mires тас 


AMT-Unpversité de Lite Gz 


4.3 LA FLEXION PURE 
3.8 A Savoir 


Détermination des moments quadratiques de secti 


Sections rectangulaires pleines ou creuses 


Moment quadratique / l'axe Gz : Lez = [| y?ds 
S 


Section pleine : 


Section creuse : 


PAT 


IMT Nord Europe 
Éccie Mines Télécom 
riese de Lite 


Flexion pure plane 


[0)] =| 0 


moment quadratique ጩ 


35 


Etat de contrainte Yı < Y S 12 


O11(y) 0 0 
[70)] - | 0 


Go Ye, 26) 0 
Etat de déformation 


eu Di) 0 


—v&g y) 0 
6: YG, Ze) 0 0 ፦ዝደ11(3/) 


5 Zone tendue 


«|| v = sup(vi, v2) 


V2 


z 


traction 
Zone comprimée 


2. Omax| = T 

Matériaux 

non-symétriques compression {Л | 
Zz 


lomax| = 


ons simples 
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4.1 FLEXION: CARACTÉRISATION 
PARTIE 3 


4.2 LA FLEXION PURE 
4.3 FLEXION PURE PLANE 


4.4 LA FLEXION SIMPLE 
1. Mise en place du probléme 
Évaluation des contraintes 
Dimensionnement 
Les déplacements en flexion simple 
Équation de la déformée 


4.5 EXEMPLES D'APPLICATION 
4.6 LA FLEXION PURE PLANE (complément) 


4.8 LAFLEXION DÉVIÉE (hors programme) 


4.4 LA FLEXION SIMPLE 38 


4.4.1 Mise en place du problème 


-> On se place dans le cas de la flexion simple oü les éléments de réduction, dans 
une section droite quelconque, sont : 


6ሆ au = 


М, (x) Ema 


М, #0,М„=0 moment fléchissant 
Ty 20,T,—-0 effort tranchant 


-> On s'intéressera tout d'abord au cas oü: 


ам, (x) 
“መመ = Tv.) 


-> On décomposera le champ de contraintes en : M 

` s 7. 

e contraintes dues à Мз = Oxx = L . 
Gz 


* contraintes dues 8 T, = T= Oyy€y + Ozx€; 


EMT 


ዘሸ መ ` Le résultat global sera obtenu par superposition de ces deux champs 
тоет" de contraintes. 
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4.4 LA FLEXION SIMPLE 

4.4.2 Évaluation des contraintes 
Q Contraintes dues à l'effort tranchant 
Les contraintes dues à l'effort tranchant sont négligeables comparées 
à celles dues au moment de flexion. (démonstration non abordée dans ce cours) 
О Contraintes dues au moment fléchissant 
Les contraintes sont identiques à celles calculées en flexion pure, à la différence prè 
que, ici, le moment fléchissant M, est une fonction de x. 


M, génère donc des contraintes o,, (х), normales à la section droite, telles que 


Mz(x) 


бхх(%у,®) = 1б) 


La matrice des contraintes s'écrit: 


በዜ = 


IMT Nord Europe 
Ecte Mes ርር 
risege Lite 


4.4 LA FLEXION SIMPLE 
40 


4.4.3 Dimensionnement 
Le dimensionnement en flexion simple, est identique à celui de la flexion pure. 


En effet, les contraintes de cisaillement induites par l'effort tranchant étant négligeables 
par rapport à celles de traction dues au moment de flexion, nous avons donc : 


SCH Zei Zone tendue 
О Cas des matériaux symétriques: 


avec v = sup(V4, V) 
V2 
О Cas des matériaux non symétriques 


Zone comprimée 
* Dans la zone tendue: * Dans la zone comprimée: 


Q Concentration de contraintes 


cas de variation brutale de section , la contrainte nominale est 
wr nora ок N UItipliée par un coefficient de concentration de contraintes К, qui 
“seu depend de "l'accident de forme " 
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4.4 LA FLEXION SIMPLE 


4.4.4 Les déplacements en flexion simple 


Q Déplacements en flexion simple 


Une poutre droite, soumise à de la flexion simple fléchit. Sa déformée est 


caractérisée par la fléche que prend la ligne moyenne (effet du moment fléchissant 
М,(х)) et par le gauchissement de la section (considéré nul dans le cadre des hypothèses). 


(effet de l'effort tranchant Т; ). 


Ligne moyenne 
!x 


déformée Ligne moyenne 


4.4 LA FLEXION SIMPLE 
42 


4.4.5 Équation de la déformée 
Q Equation différentielle de la ligne moyenne fléchie - Equation de la "déformée" 


Rayon de courbure d'une courbe plane 


Soit une courbe plane continue, dans le plan (0, x, y) , d'équation : 
y = f(x) 
= Propriété 3 (rayon de courbure) 
On notera s l'abscisse curviligne le long de la poutre orientée de O' vers B', et R(x) le 
rayon de courbure au point d'abscisse x. 
Le rayon de courbure R(x) en un point donné de la courbe 


définie par y = f(x) se déduit par la relation" : 


2 
1 219 የ"ር0 


bey = 
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4.4 LA FLEXION SIMPLE 
43 


4.4.5 Équation de la déformée (cas d'une poutre droite ) 


О Ligne moyenne déformée d'une poutre droite | 
Ligne moyenne 


Dans le cas d'une poutre droite: 


Propriété 4 (Equation de la ligne moyenne déformée) Ligne moyenne déformée 


Elgz(X) (cf. diapo. 33) . 
= ETE 1g; Moment quadratique d'inertie 
2 (х ) de la section S par rapport à l'axe 
principal z 


Dans le cas de la flexion simple: R(x) = 


La ligne moyenne déformée est une courbe plane d'équation y = f(x) continue 
_ f(x) _ 
RG) р, 213/2. 
69 [1 + (6709) 


avec : 


` /'ር)=፳ 


4.4 LA FLEXION SIMPLE 
44 


4.4.5 Équation de la déformée (cas d'une poutre droite ) 
Dans le domaine élastique des petites déformations, les termes d'ordre 2 sont négligés : 
2 
812 = 0 donc (282) = 0 
EENEG | ы d? f (x) 
d’où l'équation différentielle de la ligne moyenne déformée f” (х) = dx z 
x 
Mz(x) 
Conclusion: |f"(x)2— 
Els; (x) 
Par intégrations successives, cette équation permet de déterminer l'équation de la 
ligne moyenne déformée f(x). Elle introduit des constantes d'intégration, que l'on 


peut déterminer à partir des conditions aux limites du probléme. 


D'une maniére générale, on utilise les conditions cinématiques associées aux divers 
Appui simple Articulation Encastrement 


ውጭ.” 


appuis (liaisons) de la poutre étudiée : 
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4.4 LA FLEXION SIMPLE 
45 
4.4.5 Équation de la déformée (conditions aux limites) 

Le moment fléchissant М» (х) est une fonction qui s'exprime par tronçon. Chaque liaison exerce 
une action passive sur la poutre, elle introduit une discontinuité de Мз (х) et donc délimite un 
troncon. 

Mz(x) 
Elgz(x) 
constantes au niveau de chaque discontinuité de M}. Pour déterminer la valeur de ces 
constantes, on écrira la valeur que prend f(x) au niveau du point de liaison et la continuité de 
Sa dérivée en ce méme point. 


= Appui simple ou liaison pivot : (ex: en x = 40) 


La double intégration de l'équation différentielle f"(x) = — introduit alors deux 


= le déplacement selon (0, y) est imposé (en général nul) : f(x = Ху) = 0 


df(x-X, à 
= il y a continuité de “ሙ qui représente l'angle de rotation de la section 


e x ; Tem jar (X > Xo V. i (X> Xo 
droite par rapport à son orientation initiale : f 8. < x) = f (s > | 
= Encastrement : peut toujours représenter une extrémité de poutre (x = 0 ou x = L) 


= le déplacement selon (0, y) est imposé (en général nul) : f(x = Xo) = 0 


PE) eit imposée (en général nulle) : f'(x = 0) = 0 et/ou f'(x = L) = 0 


IMT Nord Europe 
Ecte Mes ርር 
riese лө 


4.4 LA FLEXION SIMPLE 


4.4.5 Équation de la déformée (conditions aux limites) 


Cas d'un probléme hyperstatique 


Lorsque le probléme est hyperstatique les étapes précédentes ne sont pas suffisantes pour 
résoudre complétement l'équation de la ligne moyenne déformée, des inconnues subsistent. 


En effet М„(х) n'a pas pu étre déterminé lors de la résolution du PFS, le nombre d'inconnues 
statiques étant supérieur à 3 (cas des problémes plans). 


A ce stade de résolution, des conditions limites supplémentaires : valeurs de déplacements 
f(x = Xj) ou de rotations f'(x = ዳነ) imposées mais non encore utilisées pourront permettre de 
résoudre l'équation de la ligne moyenne déformée. 


Il s'agira ici d'identifier ces valeurs de déplacements f(x = X;) et/ou de rotations f'(x = Xj) 
imposées pour finaliser la résolution de l'équation de la ligne moyenne déformée. 


En général ces conditions limites supplémentaires sont identifiées au niveau des appuis 


PAT 


IMT Nord Europe 
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IMT-Urrvarenà de Lite 


3/15/2023 


23 


3/15/2023 


4.4 LA FLEXION SIMPLE 


4.4.6 A RETENIR 
Torseur des éléments de réduction 


0 0 0 0 
cUrext/a} = ኮሀ | | 0 Etat de contrainte Yı S Y S v? 
к 0 bue ፔር) 0 ono 0 0 
ር s ወር [7ህ)]=| 0 0 
Е ax c | 0 0 


ሀ Etat de déformation 
Bilan Loi de 
Hooke => SEW 0 
Um À [£02] = 0 £55 (Y) 


uniaxiale DT 
(Xc Ye ZG) 0 0 


2 
0110) =E - &1() 
Igz: moment quadratique 
Equation de la déformée 
A 
Е Tez: aA —Mz(x) 


Critères de dimensionnement 


V MV Re 


т-а > Critère en contrainte 6,,,, < ወ, = v 


PARTIE 3 4.1 FLEXION: CARACTÉRISATION 


4.2 LA FLEXION PURE 


4.3 FLEXION PURE PLANE 


4.4 LA FLEXION SIMPLE 


4.5 EXEMPLES D'APPLICATION 
1. exemples 


2. Essaiflexion 4 points 


4.6 LA FLEXION PURE PLANE (complément) 


4.8 LA FLEXION DÉVIÉE (hors programme) 


IMT Nord Europe. 
École Mines-Télécom 
IMT-Universitá de Lille 
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4.5 EXEMPLES D'APPLICATION 49 
4.5.1 Application : poutre encastrée à l'une de ses extrémités 
Q Exemple 1 : Soit une poutre droite d'inertie constante, de longueur L, encastrée à 
l'extrémité x=0, libre à l'autre extrémité A, supportant une charge ponctuelle P en А. 


Déterminer la flèche en x 1 etx = 1/2. 


4.5 EXEMPLES D'APPLICATION 


4.5.1 Application : poutre encastrée à l'une de ses extrémités 


0<x<L 
-(-P) 
-(P(x — L)) 


1 


: PP, (х= 0) = 0,С = „É 
E -Ic 2 иес 


= 3 2 3 
= (< 2 -ፆች።*።] f(x =0)=0,D =PZ 


E lez 6 2 


1 pl, pÉ P BL 
Е.І, 2 6] ጀ- /ሬ3 
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4.5 EXEMPLES D'APPLICATION 


51 


4.5.2 Application : poutre sur deux appuis simples 


О Exemple 2 : Soit une poutre droite d'inertie constante, de longueur l, sur deux 
appuis simples en A et B, supportant une charge répartie de densité q sur toute 


sa longueur. Déterminer la valeur de la fléche maximale. 


4.5 EXEMPLES D'APPLICATION 


4.5.2 Application : poutre sur deux appuis simples 
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4.5 EXEMPLES D'APPLICATION 53 


4.5.3 Application : poutre sur appui simple et encastrée (hyperstatique) 


Q Exemple 3 : Soit une poutre droite d'inertie constante, de longueur l, sur un 
appui simple en A et encastrée en B, supportant une charge répartie de densité 
q sur toute sa longueur. 


* Déterminer l'équation de la ligne moyenne déformée. 
* On pourra en déduire la valeur de la flèche maximale. 


PAT 
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4.5.3 Application : poutre sur appui simple et encastrée (hyperstatique) 


ty “እ Yg GËT DESEN: 
2 
-hLltqo + Ms = 0 


A AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA 


A. x. 


x? 
“ገተ ባጭ 


1 x? x? 
ar (la Eau c) 


q x? х“ 
Үд: 4+ Cx +D f(x = 0) =0 
(Y 6 нии ) 


3 LA 12 


EI 6 24 2 6 
4.14 1 L 1 L 


Ecte Mines Télécom == 


8 Үл = – 9 Ek dt 
Ag 054 42 
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4.5 EXEMPLES D'APPLICATION 55 


4.5.3 Application : poutre sur appui simple et encastrée (hyperstatique) 


Yi-q:l* Yg 20 
2 
A AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAEAAAA —Y, 1 + q у} Mp = 0 


A. x 


ያጩ) 


f(x) 


ኋ ; 7 ЗЕР X = Í 

la flèche maximale lorsque f'(x)=0 GE 
—9L- x? +8- x? + L? 

>-= > g  ^0-G-DG-x*-xL-P) 


Seule la racine positive est utilisable 


Résolution de 
"м ss =0 A= 3312 1 ተ ላ33 


Xfmax = 7 L = 042151 


4.5 EXEMPLES D'APPLICATION 56 


4.5.3 Application : poutre sur appui simple et encastrée (hyperstatique) 


ty еА Yg Ү,=9:1+Ү = 0 
2 
-h:Lltqo + Ms =0 


A AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA 


A. x. 


513 
48 


527 


Toi 


f(x) 


3 4 3 
3L (0,4215 L)3 (0,42151)* БІ 0,4215 L 


la fléche maximale est donc f(x =0,4215 L n Е A m SS ) 
"Gz 


14 (3 0,4215?  0,4215* 50,4215 
f(x = 0,4215 L )=2* |2. 
E-lgz \8 6 24 48 


"HE 
rur 


IMT Nord Europe 
Ecte Mines Téécum 
riese de Lite 


rä 
| = --0,04054-7 
E-IGz 
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4.5 EXEMPLES D'APPLICATION 57 


4.5.3 Application : Équation générale de la ligne moyenne déformée 


О Exemple 3: Soit une poutre droite reposant sur deux appuis simples de même 
niveau et supportant un nombre n de charges quelconques. Cette poutre peut 
être divisée en (n+1) tronçons, correspondant chacun à une expression 


particuliére de l'effort tranchant T(x) et du moment fléchissant M(x) et donc de 


la dérivée seconde de la déformée ያ (x) . 
Q Établir pour chaque tronçon l'expression des éléments de réduction. 


Q Déterminer l'équation de la ligne moyenne déformée. 


4.5 EXEMPLES D'APPLICATION 58 


4.5.3 Application : Équation générale de la ligne moyenne déformée 


Ra — P - q(as — аз) + Rp = 0 


—P(a2 — a) 


as +a 
- «(as - as) ( E а) 


+ Ry (as — а) + Mo =0 


a, SX < a; a3 € X < A4 da € X < as 
Ra — P -q(x - аз) 


(=Ra ` (x =a) (Ва: (x =œ) 

+P. (x-a) +P. (x-a) 

(x — аз)? 
2 


PARTIE 3 4.1 
4.2 
4.3 
44 


4.5 EXEMPLES D'APPLICATION 


2. Essaiflexion 4 points 


IMT-Université de Lille 


4.5 FLEXION PURE PLANE 


60 
4.5.2 Application : Essai de flexion 4 points 


Q Exemple 1: Flexion 4 points — Poutre chargée par 2 forces symétriques 
Diagramme de moment de flexion 


P Р Ma) 
B C | Pa 
А D 
ml A. 
Lu x 


: : : Segment chargé en 
Q Exemple 2: Essais de flexion 4 points flexion pure 


= Poutre en béton non-armée = Poutre en béton armé sous-armée 


K I 
ПШ шш e 


37 kN 


Courbure (Radians) 
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4.5 FLEXION PURE PLANE 
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4.5.2 Application : Essai de flexion 4 points Remarques concernant l'exemple 2 


Q Comportement en flexion des poutres en béton: 


|, Axe neutre 


Mv 


Structures en Béton Armé 
(source: Revu et Corrigé 
D.O. Chaalla) 


Une poutre en flexion, peut étre imaginée en deux parties de part et d'autre de l'axe 


neutre : 


- Une Partie comprimée (située au dessus de l'axe neutre): Dans cette zone la 


déformation est reprise par le béton (matrice). 


- Une Partie tendue (située au dessous de l'axe neutre): le béton ayant une faible 


résistance à la traction, le transfert des contraintes de traction est assuré par les 


armatures (le renfort) . 


V MP Le transfert de charges dépend de l'adhérence entre le béton et les 
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4.5.2 Application : Essai de flexion 4 points Remarques concernant l'exemple 2 


О Comportement en flexion : poutre armée en béton ` section sous-armée ou sur armée 


Ecu A 


Sur-armée 


Sous-armée 


Le comportement de l'armature (renfort) lors de la rupture de la poutre permet de classer la poutre: 


- Etat élastique : Section dite sur-armée: la ruine de la poutre est due à la rupture en 


compression du béton situé au-dessus de l'axe neutre alors que l'armature métallique reste en 


comportement élastique . La rupture de la poutre présente dans ce cas un caractère fragile 


(brutal) (à éviter) 


- Etat plastique : Section dite sous-armée: l'armature métallique ductile est soumise à une 


contrainte de traction dans la zone plastique de son comportement, avant que le béton ait atteint 


sa contrainte de rupture en compression. Une section sous-armée présente un mode de rupture 
V Mdp: sécuritaire car, en profitant du comportement ductile des armatures en acier, 


elle permet d'éviter une rupture fragile. (à privilégier) 
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4.5 FLEXION PURE PLANE 
4.5.10 Flexion pure plane : application directe 


Q Exemple: Flexion quatre points 


Soit une poutre section droite est rectangulaire (hauteur h, largeur b=3 h). 


et le chargement définis sur la figure. 

= Déterminer les diagrammes des efforts tranchants et des moments fléchissants, 
ainsi que la contrainte normale maximale, le rayon de courbure de la fibre 
moyenne et la fléche au centre de la poutre 


Application numérique : 
1=400тт 

а=100тт 
Е=200000МРа 


P-300 № 
0,=160 MPa 


PARTIE 3 
4.1 FLEXION: CARACTÉRISATION 


4.2 LA FLEXION PURE 

4.3 FLEXION PURE PLANE 

4.4 LA FLEXION SIMPLE 

4.5 EXEMPLES D'APPLICATION 


4.6 LA FLEXION PURE PLANE (complément) 
1. Rendement géométrique 


4.8 LA FLEXION DÉVIÉE (hors programme) 
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4.6 FLEXION PURE PLANE (complément) 


4.6.1 Flexion pure plane : Rendement géométrique 
* Soit une poutre sollicitée en flexion pure plane (M, = 0; М, + 0) 


= Le dimensionnement en flexion le plus économique est tel que les contraintes 
maximales de traction et de compression sont toutes les deux exactement égales 


aux contraintes limites d'utilisation en traction et en compression. 


[| est tel que: 
IM. 162 > IMz| 
Icz ሇገ Ou 
[Ml lcz |Mz| 


Fe / 


ሇ2 Ou 
. TGz TGz z E " ደ. 
= Les quantités cum et P sont appelées modules d'inertie ou modules de résistance 
1 2 


de la section droite. 
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4.6 FLEXION PURE PLANE (complément) 


4.6.2 Flexion pure plane : Rendement géométrique / Poutre idéale 
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Dans une poutre idéale, c.à.d. de rendement optimal, toutes Zone tendue 


les fibres subissent les contraintes limites. 
V4 


En se rappelant de la distribution des contraintes en flexion v, 
pure plane, toutes les fibres doivent étre des fibres extrémes 


Zone comprimée 
(proches du contour de la poutre). p 


Dans le cas d'un matériau d'un matériau symétrique (о. = |o", |), la section d'une 
telle poutre devrait étre constituée de deux membranes identiques de méme 
épaisseur. 


Le module d'inertie par rapport à l'axe (G; Z) 
de cette poutre idéale est donné par: 


2 
ш _ S." 4 Sh 


PAT 
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4.6 FLEXION PURE PLANE (complément) 


4.6.2 Flexion pure plane : Rendement géométrique / Poutre idéale 
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* Soit une poutre sollicitée par un chargement en flexion pure (My = 0; M; + 0) 


= Le rendement géométrique p est égal au rapport du module d'inertie UA sur le 


S.h 
module d'inertie de la poutre idéale 2 


Ц Applications directes: 
Déterminer le rendement géométrique des sections suivantes: 
= 1°% cas: = 2ème cas: " 3ème cas: 
Section rectangulaire Section circulaire Section annulaire 


z Е R z R 
h x - x 
x 
MT e 
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Fin Partie 3 
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